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AVANT-PROPOS 


De nos jours, les méthodes d'optimisation jouent un rôle extré- 
mement important dans l’économie, la technique, les sciences natu- 
relles et dans les mathématiques elles-mêmes, ce qui rend inconce- 
vable une instruction mathématique qui laisserait de côté les élé- 
ments de la théorie de l'optimisation. 

Cette théorie est en plein développement. Les cours de mathé- 
matiques d'il y à à peine un quart de siècle ne contenaient que deux 
de ses branches : les extrémums des fonctions de plusieurs variables 
et le calcul des variations. Depuis, de nouvelles disciplines ont vu 
le jour et se sont affirmées : analyse convexe, programmation linéaire 
et non linéaire, commande optimale. À présent, elles sont incluses 
dans les cours de mathématiques supérieures des établissements 
d'enseignement technique supérieur et des universités. L'apparition 
de ces nouvelles disciplines doit nécessairement se faire sentir dans 
l’enseignement concernant aussi bien des branches traditionnelles 
de la théorie des problèmes d’extrémum que certaines parties de 
l'analyse fonctionnelle classique. 

Il nous semble qu'indépendamment du niveau auquel est pra- 
tiqué l’enseignement des mathématiques, les éléments de la théorie 
des problèmes d’extrémum doivent occuper la place qui leur est 
due. C’est justement le but que se fixent les auteurs du présent 
ouvrage. 

Ce recueil de problèmes inclut des branches importantes de la 
théorie des problèmes d’extrémum: programmation mathématique 
($ 2), calcul des variations classique ($$ 5 à 7), commande optimale 
($ 10). Ces paragraphes constituent la base du recueil. Les sous- 
titres « Position du problème » et « Règle de résolution » des para- 
graphes susmentionnés, de même que les exemples qui y sont traités, 
ne nécessitent pas de connaissances spéciales autres que les fonde- 
ments de l’analyse mathématique. Ils donnent toutefois la possi- 
bilité de résoudre la plupart des problèmes proposés. Aïnsi, les 
solutions de la grande majorité des problèmes peuvent être trouvées 
en utilisant un minimum de connaissances dans le domaine du 
calcul différentiel et intégral. 
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Dans les établissements d'enseignement supérieur où les cours 
de mathématiques sont approfondis, on pourra faire appel aux 
parties théoriques des paragraphes indiqués, se rapportant aux con- 
ditions nécessaires d’extrémum. Nous nous sommes efforcés d'exposer 
cette matière de la façon la plus méthodique. Dans les démonstra- 
tions présentées, on n'utilise que les éléments de base de l’analyse 
classique, parmi lesquels les théorèmes de la fonction réciproque et 
de la fonction implicite occupent une place de choix. 

Pour le reste, la partie théorique de l’ouvrage concerne l’enseigne- 
ment universitaire. Le $ 1 est dédié aux notions fondamentales et 
aux théorèmes de l’analyse fonctionnelle, à l’aide desquels on arrive 
à démontrer les théorèmes les plus importants de la théorie des 
problèmes d’extrémum. Ces mêmes notions et théorèmes forment 
la base de l’analyse convexe, dont les fondements sont exposés dans 
le $ 3. Le rôle assigné à l’analyse convexe dans le cadre de la théorie 
générale des problèmes d’extrémum est mis en évidence dans les 
$$ 4 et 9. Cette matière peut être utilisée dans les cours spéciaux. 
Le $ 8 concerne le problème général du calcul des variations classique, 
c'est-à-dire le problème de Lagrange. 

Dans le $ 12, on a tâché de montrer comment peuvent être utili- 
sés les éléments de la théorie des problèmes d’'extrémum dans les 
cours d’algèbre, de géométrie, de même que dans divers travaux de 
recherche à caractère théorique et pratique. 

Il convient de mentionner quelques particularités du présent 
ouvrage. Tout d’abord, il faut indiquer qu'il a été conçu suivant 
une méthodologie unique basée sur le principe d’étude des problèmes 
d’'extrémum qui remonte à Lagrange et qui est exposé dans l’intro- 
“duction. Après avoir assimilé ce principe, on peut aborder tout de 
suite la résolution des problèmes de n'importe quelle partie de 
l'ouvrage. La section récapitulative ($ 11) est justement adaptée 
à ces méthodes de résolution des problèmes d'extrémum. 

Une autre particularité importante de ce livre est constituée 
par le fait que nous nous sommes efforcés de présenter une étude 
exhaustive des problèmes. Pour cette raison, nous avons accordé aux 
conditions suffisantes une plus grande attention qu'on ne le fait 
habituellement. 

Enfin, nous avons tâché de mettre en évidence la fécondité des 
nouvelles méthodes de la théorie de l’analyse convexe, de la program- 
mation convexe et de la commande optimale. 

Le recueil contient environ 700 problèmes qui sont pratiquement 
tous dotés de réponses. Certains d’entre eux sont accompagnés du 
mode de leur résolution. 

Nous devons signaler avec le plus vif regret la disparition dans 
la plénitude de ses forces créatives de notre coauteur V. Alexéev sur- 
venue au début des travaux de conception du présent livre. Le pro- 
fesseur V. Alexéev était bien connu pour sa fructueuse activité 
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exercée à la faculté de mécanique et des mathématiques de l’Univer- 
sité de Moscou. La conception globale de l'ouvrage est l’œuvre 
de V. Tikhomirov, alors que les exposés théoriques ont été rédigés. 
par un effort commun des auteurs; le choix et la rédaction des pro- 
blèmes sont pour la plupart dus à E. Galéev. 

Nous remercions d’avance ceux de nos lecteurs qui voudront bien 
nous communiquer leurs suggestions relatives à la conception, au 
plan et au contenu du présent ouvrage. 

E. Galéev, V. Tikhomirov: 


INTRODUCTION 


PRINCIPE DE LAGRANGE DANS LA THÉORIE 
DES PROBLÈMES D'EXTRÉMUM 


0.1. Notions de base liées aux problèmes d’extrémum. C’est encore 
à l’école que l’on nous propose de résoudre des problèmes liés à la 
recherche d’un maximum ou d’un minimum. Examinons en qualité 
d'exemple deux problèmes de planimétrie. 

Problème 1. Trouver sur une droite donnée un point tel 
que la somme des distances qui le séparent de deux autres points 
donnés soit minimale (fig. 1). 

Problème 2. Inscrire dans un cercle le rectangle d'’aire 
maximale (fig. 2). 

Le premier est un problème de minimum, alors que le second 
est évidemment un problème de maximum. Ces deux notions sont 
réunies par un terme unique extrémum (marginal). On utilise égale- 
ment le mot optimal, c'est-à-dire « meilleur », « parfait ». Donc Îles 
problèmes { et 2 proposés sont des problèmes d’extrémum ou d’optimi- 
sation. La théorie des problèmes ayant pour but la recherche des 
valeurs maximales et minimales est appelée théorie des problèmes 
d’extrémum ou théorie d'optimisation, ou encore théorie de la commande 
optimale. La dernière de ces expressions suppose d'habitude les 
applications pratiques du problème. 

Les problèmes 1 et 2 ont été formulés sans faire appel aux for- 
mules. Habituellement, les problèmes d’extrémum rencontrés dans 
la pratique sont posés justement de cette façon avec utilisation des 
termes spécifiques du domaine auquel ils se rapportent. Pour mettre 
à profit la théorie, il faut effectuer une conversion afin de présenter 
le problème en langage mathématique. Cette conversion porte le 
nom de formalisation. Le même problème peut être formalisé de 
différentes manières et la simplicité de sa résolution est souvent 
tributaire d’une formalisation heureuse. 

Ci-après, nous allons entreprendre la formalisation des problèmes 
Î et 2. Commençons par le problème 1. Dirigeons l’axe Ox suivant 
la droite donnée et traçons l’axe Oy par le point À (cf. fig. 1). Admet- 
tons que les coordonnées des points À et B soient À = (0, a) et B = 
— (d, b) et que pour le point C on ait C = (x, 0). On arrive ainsi 
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au problème suivant: trouver le minimum de la fonction 
f(a)=Va+e+ V4 (dx) 


sur tous les x € K. 

Passons maintenant à la formalisation du problème 2. Soit 
x° + y? = r? l'équation qui décrit notre circonférence. Dirigeons les 
axes Ox et Oy parallèlement aux côtés du rectangle et désignons par 








AN O 





Fig. 1 Fig. 2 


{x, y) les coordonnées du sommet du rectangle disposé dans le pre- 
mier quadrant (cf. fig. 2). Dans ce cas, l’aire du rectangle sera donnée 
par l’expression 4xy et le problème qui nous intéresse sera formulé 
comme suit: érouver le maximum de la fonction f, (x, y) — 4xy sous 
les conditions 


h@ y)= + —r=0, f(x y) =2x2>0, 
fs (x, y) = y > 0. 


On voit sans difficulté que les conditions x > 0, y > 0 sont 
superflues et que le problème aux inégalités ci- dessus peut s’énoncer 
comme suit : trouver le maximum de 4xy à condition que x? + y? = r?. 

Tout problème formalisé est organisé d’une façon analogue et 
comporte une fonctionnelle f: X —R (X est le domaine de définition 
de la fonctionnelle f) et des contraintes, c’est-à-dire le sous-ensemble 
CE x: 

Ci-après sont explicités certains termes et notations qui viennent 
d'être utilisés: par R on désigne la droite réelle achevée, c’est-à-dire 
l’ensemble de tous les nombres réels complété par les points à l'infini 
(+ oo et —co); la notation F: X — Y veut dire que l'application F 
a comme domaine de définition X, alors que F (x), pour chaque élé- 
ment x appartenant à X, est disposée dans l’ensemble Ÿ ; le mot 
« fonctionnelle » est utilisé pour les applications dans la droite 
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achevée KR. Il s'ensuit que, pour formaliser un problème d’extrémum, 
il faut donner la description précise de ses éléments f, X et C. 
Pour un problème formalisé, on utilise l’écriture 


f (x) — inf (sup), x EC. (3) 


Les points x € C sont des points admissibles. Si C = X, il s’agit 
d’un problème sans contraintes. 

Un problème de maximum peut toujours être réduit à un problème 
de minimum en remplaçant le problème f (x) — sup, x € C, par le 
problème f (x) — inf, x EC, où f (x) — —f (x). Inversement, un 
problème de minimum peut être réduit d’une façon analogue à un 
problème de maximum. Pour fixer les idées, dans les cas où les 
problèmes de minimum et de maximum diffèrent par la formulation 
des conditions nécessaires pour l’extrémum, celles-ci ne seront 
indiquées que pour les problèmes de minimum. S'il s’avère nécessaire 
d'étudier les deux problèmes, on écrira f (x) —extr, x € C. 

Envisageons maintenant la formalisation des problèmes 1 et 2. 
Pour le problème 1 (X — C — KR), on aura 


f(x) =V ++ y b+(d— x) int. (31) 
Pour le problème 2 (ici, X est le plan bidimensionnel désigné 


par R°), 

Ary sup; 2 +y =, x>0, y > 0. (2) 
Comme il a été indiqué plus haut, le problème 2 admet une autre 

formalisation, notamment 
4xy — sup; 2? + y? = r?. (4) 
Le problème (3.,) est un problème sans contraintes, le problème 
(3°) est un problème doté de la contrainte C = {(x, y) € R? | x? + 
+ y? = r?, x > 0, y > 0} présentée sous forme d’égalités et d’iné- 
galités, alors que la contrainte du problème (3,) est du type égalité. 


Le point admissible x est appelé minimum (maximum) absolu 
(ou global) dans le problème (3) si f (x) > f (x) pour tout xE C 
(respectivement, f (x) < f (x) pour tout x € C). Dans ce cas, on 
écrit x € abs min à (abs max 3). Le minimum (maximum) absolu 
du problème sera appelé solution du problème. La grandeur f (x), 


où x est la solution du problème, sera la valeur numérique du problème 
(ou valeur du problème tout court) qui aura comme désignation S3 
ou S'min (Smax): 


Dans le problème 1, le minimum absolu x qui définit le point 
cherché C — (x, 0) se caractérise, comme on le sait du cours de 
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géométrie, par le fait que les angles aigus formés par les segments 


[AË] et [CB] avec l'axe Ox sont égaux entre eux («l’angle d’inci- 
dence est égal à l’angle de réflexion ») ; la valeur du problème S,, = 
= V (a + b} + d?. 

Dans le problème 2, le rectangle cherché est un carré (tâchez de 
le montrer géométriquement), ce qui correspond à la solution x — 
== r/V 2, y = rlV 2, S,. — 9r2. 

À part les extrémums globaux, nous allons également examiner 
les extrémums locaux dont la définition rigoureuse est donnée ci- 
dessous. Supposons que le problème (3) admet X comme espace 


normé. On dit que le point x fournit un minimum (maximum) local 


du problème (3) et l’on écrit x € loc min 3 (loc max 3) si x € C 
et si l’on peut exhiber un ô >> 0 tel que, pour tout point admissible 


x pour lequel [[x — x || 6, l'inégalité f (x) > f (x) (f (x) KL f (&)) 
soit satisfaite. Autrement dit, si z € loc min 3% (loc max 3), il 


existe un voisinage 4 du point x tel que x € abs min 3° (abs max 3°) 
dans le problème 
f (x) —inf (sup), xEC N A. (3°) 
La théorie des problèmes d’extrémum met à notre disposition 
les méthodes nécessaires pour la recherche des solutions. Dans leur 
majorité, ces règles séparent un certain sous-ensemble des points 
parmi lesquels doit se trouver la solution du problème. Cet ensemble 
des points, que nous appelons critique, est peut-être un peu plus 
étendu que l’ensemble des extrémums absolus ou même des extré- 
mums locaux. Après avoir trouvé tous les points critiques, il y a 
lieu d'en séparer la solution. 
Trouvons les points critiques, les extrémums locaux et les extré- 
mums absolus dans le problème suivant. 
Problème 3. 
f (x) = (a — 1) —extr, 1<1<2 (33) 
(fig. 3). 


Dans le cas examiné, l’extrémum absolu peut être atteint aux 
extrémités du segment ou en un point intérieur. Si l’extrémum est 
fourni par un point intérieur, la dérivée y sera égale à zéro, c'est-à- 
dire 

f'(x)=0< Sat —3x2=0 > x E{— | 3/5, 0, V 3/5}. 

De cette façon, on a 5 points critiques : à, = —1, x, = — V 3/5, 
ts = 0, a, = V 3/5, x; — 2 dont trois points sont stationnaires: 
Lo, La, 2. La courbe représentative de la fonction f (cf. fig. 3) montre 


que Z1, d E loc min 33; 2, x E loc max 3,; x, € abs min 33; 
x; € abs max 33. 
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0.2. Principe de Lagrange pour l’étude des problèmes avec con- 
traintes. L'essentiel du principe de Lagrange réside dans la réduc- 
tion d’un problème avec contraintes à une série de problèmes plus 
simples (dans la majorité des cas, aux problèmes sans contraintes). 

Avant de procéder à l'exposition de ce principe, nous allons 
montrer le procédé à suivre dans le cas des problèmes sans contrain- 
tes, en nous appuyant sur les données du problème 1 (p. 0.1). La 





Fig. 3 


fonction f figurant dans la formalisation du problème 1 (3) du 
p. 0.1 est une fonction dérivable. Le théorème de Fermat bien connu 


du cours de calcul différentiel affirme que si le point x fournit un 


extrémum local d’une fonction dérivable f, la relation f’ (x) — 0 
est valable. On a 


Vate  Véta-ns 
L'équation jf” (x) = 0 admet une solution unique x justement pour 
laquelle la relation « l’angle d'incidence est égal à l’angle de ré- 


flexion » est satisfaite (cf. fig. 1): 


Loi 


d—x 
—_—_— = ——_— — <> COS P4 — COS Po > Pi —= Poe 
Vars Very 
Il s'ensuit que, s’il existe un minimum absolu, il ne peut se 


situer qu’au point x, les autres points ne pouvant pas fournir de 
q 
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minimums, ne serait-ce que des minimums locaux. On peut montrer 
que le problème (3,) admet réellement un minimum. (La démons- 
tration du « théorème d'existence » d’une solution dans (3,) met en 
œuvre, comme dans la majorité des cas, le théorème de Weierstrass ; 


cf. plus loin p. 1.2.1.) Aïnsi, le problème (3,) est résolu, x étant 
sa solution. 

Tout ce qui vient d’être dit nous permet de tracer le plan des. 
opérations pour la résolution des problèmes sans contraintes ou 
avec certaines contraintes élémentaires (ces problèmes seront appelés. 
problèmes élémentaires). 

{. Réaliser la formalisation du problème. 

2. Ecrire les conditions nécessaires d’extrémum. 

3. Trouver tous les points critiques. 

4. Procéder à la recherche de la solution parmi les points critiques 
(montrer, par exemple, que le problème admet une solution et 
passer en revue les valeurs de la fonctionnelle aux points critiques) 
ou montrer qu'il n’y a pas de solution. 

Le principe de Lagrange constitue une règle d'étude des problèmes. 
avec contraintes par la réduction du problème primaire à la recherche: 
et à l’étude des points critiques d’un certain problème élémentaire. 
Pour exposer le principe de Lagrange, nous allons considérer des 
problèmes de dimension finie avec contraintes égalités. 

Considérons le problème (X — R”) 


fox) —extr;. f1(x) = 0, ..., fm (x) = 0, (3) 
Où æ — (23, . .., Xh). Dans ce cas, la contrainte est donnée par le 
système d’égalités C {x € R"|f; (x) = 0,i=1,...,m}. Suppo- 


sons la fonctionnelle f, et les fonctions f;, qui définissent les équa- 
tions de condition (liaison) f; (x) = 0, continüment dérivables 
(c'est-à-dire que toutes leurs dérivées partielles de premier ordre: 
sont continues). 

Selon Lagrange, la solution de ce problème pourrait être trouvée 
de la façon suivante: « Nous ne faisons ici qu'indiquer ces pro- 
cédés dont il sera facile de faire l’application; mais on peut les 
réduire à ce principe général: lorsqu'une fonction de plusieurs 
variables doit être un maximum ou minimum, et qu'il y a entre 
ces variables une ou plusieurs équations, il suffira d'ajouter à la 
fonction proposée les fonctions qui doivent être nulles, multipliées 
châcune par une quantité indéterminée, et de chercher ensuite le 
maximum ou minimum comme si les variables étaient indépendan- 
tes; les équations que l’on trouvera, combinées avec les équations 
données, serviront à déterminer toutes les inconnues ». 

Utilisons la règle de Lagrange après l’avoir quelque peu précisée. 
D'après Lagrange, il faut, en premier lieu, « ajouter à la fonction 
proposée les fonctions qui doivent être nulles, multipliées chacune 
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par une quantité indéterminée ». Formons la fonction 
m 
L=L (x, => Alta) RU ha) 
que nous allons appeler fonction de Lagrange. Les nombres À; sont les 
multiplicateurs de Lagrange. La première précision qui s'impose 
consiste dans le fait que la fonction dont on cherche l’extrémum est 
elle aussi multipliée par un multiplicateur indéterminé. Sans cela, 
le procédé proposé par Lagrange peut s'avérer erroné (cf. plus loin 
exemple 1). De plus, s’il s’agit d’un problème de minimum, il faut 
prendre À, > 0, tandis que pour un problème de maximum, à, < 0. 
En second lieu, suivant Lagrange, il faut « chercher ensuite le 
maximum ou minimum comme si les variables étaient indépendan- 
tes ». D’après Lagrange, il faut donc considérer le problème 


Z (x, À) —extr (par rapport à x) (361) 


(en fixant mentalement À). 

Le problème (3a) est plus simple par rapport au problème ini- 
tial, car il n’y a pas de contraintes. C’est un problème élémentaire. 
Nous n'allons pas nous occuper de la recherche de ses extrémums, 
car il se peut que les maximums et les minimums qu'il présente 
n'aient aucun rapport avec le maximum et le minimum du problème 
de départ (cf. ci-après exemple 2). Suivons un chemin quelque peu 
différent et cherchons les points stationnaires dans le problème (361) 
en écrivant la condition nécessaire pour le minimum ou le maximum, 
condition qui s'exprime par le truchement du même théorème de 
Fermat. Conformément à ce théorème, les équations 


Lx (tr: À)=0 <= Ze, (ts ss Ln: lo) ...s Am) = 0; 
ESS RENE 7 


doivent être vérifiées (ici, les multiplicateurs de Lagrange ne sont 
pas tous nuls). Les n équations ainsi obtenues complétées par m 
équations de condition seront utilisées pour « déterminer toutes les 
inconnues ». En effet, le nombre d’inconnues (x, À) est supérieur d'une 
unité au nombre d'équations, mais il faut avoir en vue que les 
multiplicateurs de Lagrange peuvent être multipliés par n'importe 
quel nombre différent de zéro. C’est justement pour cela que le 
nombre d'équations est égal au nombre d’inconnues. Dans des cas 
similaires, nous allons parler de la complétude du système de con- 
ditions pour la détermination des points stationnaires. Il ne faut 
pas oublier que les cas les plus intéressants se présentent lorsque 
ko 0, car pour À, — 0, les relations du principe de Lagrange ne 
font qu'indiquer une certaine dégénération des contraintes (le plus 
souvent, on s’en débarrasse sans difficulté) et ne sont pas liées à 
la fonctionnelle. Les solutions des équations obtenues (Z;, = 0, 
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i= 1, ..., n, f; (x) = 0, j = 1, ..., m) constituent l’ensemble 
des points stationnaires. 
De cette façon, pour résoudre le problème (3), il faut procéder 
comme suit: | 
1. Former la fonction de Lagrange 
m 


IZ (x, À) = D if: (x). 


1— 


2. Exprimer les conditions nécessaires d’extrémum : 





m 
Ne | 
L.(&, N=0 = D À, 7 es Le ni 
| i=0 

3. Trouver les points stationnaires, c’est-à-dire les points ad- 
missibles qui constituent les solutions des équations du n° 2 ci-dessus, 
où les multiplicateurs À;, à — 0, 1, ..., m, ne sont pas tous nuls. 
D'autre part, il est bon d'envisager séparément les cas où À, — 0 et 
k Æ 0. Dans le second de ces deux cas, on peut, pour un problème 
de minimum, poser À, égal à l’unité ou à une constante positive 
quelconque; pour un problème de maximum, il faudra respective- 
ment prendre cette grandeur égale à —1 ou à toute autre constante 
négative. 

4. Entreprendre la recherche de la solution parmi tous les points 
stationnaires ou montrer qu'il n’y a pas de solution. 

Le procédé qui vient d'être exposé porte le nom de principe de 
Lagrange. Ce principe s'applique non seulement au problème (3) 
mais aussi à un vaste domaine de problèmes d’extrémum. La majeure 
partie des problèmes contenus dans le présent recueil peuvent être 
résolus à l’aide du principe susmentionné, mais en tenant compte 
de ce qui suit: 

a) Généralement parlant, le principe de Lagrange n'est pas 
toujours applicable. Dans l’exemple 3 donné ci-après, le problème 
admet une solution à laquelle on ne peut pas aboutir en s'appuyant 
sur le principe de Lagrange. 

b) Le domaine d'application du principe de Lagrange est suffi- 
samment vaste. Parfois, un théorème dont on dispose ne. peut pas 
être appliqué au problème à résoudre, alors que le principe de La- 
orange, appliqué dans ce cas sans fondement théorique, permet de 
déceler certains points susceptibles de fournir des extrémums parmi 
lesquels on peut trouver la solütion nécessaire. 

Ci-dessous, le problème 2 du p. 0.1 est résolu à l’aide du principe 
de Lagrange. 

1. Considérons une formalisation plus simple (3,) ne contenant 
pas le facteur 4 qui figure dans la fonctionnelle: 


xy sup; x +y?—r = 0, 
2—0643 
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Formons la fonction de Lagrange : 
L = hoty + À (2° + y? — r°). 
2. Exprimons les conditions nécessaires : 
Lrx=0, Ly=0 y +2ix=0, Lot + 21y = 0. 


3. Trouvons les points stationnaires. Si À, — 0, alors À, 0 
(car les multiplicateurs de Lagrange ne sont pas tous nuls), ce qui 
signifie que x = y — 0. Dans ce cas, la condition x? + y? —r? 
n’est pas satisfaite, donc, pour À, = 0, iln’y a pas de points station- 
naires. Posons À, — —1. Les conditions nécessaires deviennent alors : 

y — DT; L — 2hy. 
En partant de ces équations, on définit 4 points stationnaires: 
(rlV2, r/V2), (r/V2, —r/V2), (—r/V3, r/V 9), 
(—r/V2, —r/V2). 

4. La valeur maximale est fournie par les points (r/V 2, r/V 2) 
et (—r/V 2, —r/V 2). Les rectangles correspondants sont des carrés. 
En effet, les deux points constituent des solutions, mais l’argumen- 
tation nécessaire reste encore à être trouvée. Pour ce faire, on peut 
se rélérer au théorème de Weierstrass sur l'existence d’une solution 
du problème. On peut procéder d’une autre manière. Soit x — 
= (V2 + a), y = (r/V 2 + B) et x? + y? = r?. Alors a? + fp? — 
— —2 (x + B)r/V2 et, par conséquent, y = (r/V 2 + &) x 
X {rlV 2 + B) = r°/2 + af — 2/2 — B2/2 L r2/2, c'est-à-dire 
(x, y) = (r/V 2, r/V 2) constitue la solution du problème. Un raison- 
nement analogue est valable pour le second point. 

Réponse. La solution du problème est un carré. 

Dans le cas général, le principe de Lagrange est appliqué comme 
suit : 

1. Formaliser le problème en le mettant sous la forme 

f(x u) ini; F(x, u)=0, uEA, 


fJ:XXU +R F: XXL —7Y, où X et Y sont des espaces nor- 
més. C’est un problème avec contraintes égalités paramétrisées par 
un certain ensemble 4. On peut encore dire que c’est un problème 
avec contraintes égalités et inclusions. 

Former la fonction de Lagrange 


L' = (x, U, y*, ho) _. of (x, u) + (y, F (x, u)), 


où y* est un élément de l’espace dual Y*. 
La fonction de Lagrange ne contient pas de contraintes inclusions 


u CAL. 


PRINCIPE DE LAGRANGE DANS LA THÉORIE DES PROBLÈMES D'EXTRÉMUM 19 


2. Exprimer les conditions nécessaires pour les problèmes 
L (x, à, y*, Ào) — inf (par rapport à x), 


Lx, u, y*, ho) inf, u EL. 


3. Trouver les points critiques, c’est-à-dire les points admissibles 
qui constituent les solutions des équations données au n° 2, auxquels 
y* et À, ne s’annulent pas simultanément. Par ailleurs, il est com- 
mode de considérer séparément les cas où À, = 0 et À, Æ 0. Dans 
le second cas, on peut considérer À, égal à l’unité ou à n’importe 
quelle autre constante positive. 

4. Trouver la solution parmi tous les points critiques ou montrer 
qu'il n'y a pas de solution. 

Pour conclure, passons à l’exposition des trois exemples cités 
ci-avant. 

Exemple 1. (On y montre qu'en appliquant la règle de 
Lagrange il n’est pas toujours possible de poser À, = 1.) 


fo (is Le) = Li inf; fi (tu Le) = 2 — 23 = 0 (X = FR). 
Les fonctions f, et f. sont des fonctions continûment dérivables. 


Il est immédiat que la solution du problème est donnée par x — 
— (0, 0). Si l’on suit pas à pas le chemin proposé par Lagrange, il 
faut former la somme Z = x, + À (x° — x;) et résoudre ensuite les 
équations 


Lu =0, Lx, =0<= 1+3kx=0, — 2x, — 0. 


Mais ces équations sont incompatibles avec l’équation de condition 
2 — à = 0. 

Exemple 2. (On y montre que l’extrémum de la fonction 
de Lagrange considérée en tant qu'un problème sans contraintes 
peut ne pas coïncider avec l’extrémum du problème avec contraintes 
initial.) 

fo (is Le) = T3 — 2 > inf; 
fa (rs To) = Li + L = 0 (X = R°). 
Il est évident que le problème admet comme solution x — (0, 0). 


La fonction de Lagrange se présente comme suit: Z = Ào (x? — x,) + 
+ À (x; + x). La condition nécessaire pour l’extrémum sera: 


Lx, =0, Lx, =0<—+A(L+ Sr) = 0, 2h50: 


Si Ào = 0, alors À = 0, donc, 1 + 3x? — 0 est une contradiction. 
Ïl s'ensuit que À, 0. Pour À, = 1, la fonction de Lagrange s’écrira 


Mais pour n'importe quelle valeur de À, cette fonction ne présente 
pas de minimum, ne serait-ce qu’un minimum local. 


2% 
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Exemple 3. (On y montre que si l’on ne respecte pas certaines 
conditions, le principe de Lagrange peut mener à des résultats 
erronés.) 

Soient 

X=Y =, f(x)= um +2 +... + riin +. 
FES (GR 2 LL mi se) 
is ar 

Considérons le problème 

f(x) inf; F(x) = 0. 


Ici, x = 0 est l'unique élément admissible, ce qui fait de lui la 
solution du problème. Si J on suppose qu ‘il y ait des multiplicateurs 
de Lagrange À, ERety* els quines ‘’annulent pas simultanément 
et tels que la condition nécessaire de minimum £ (x, ko Y*) (théorè- 
me de era) soit vérifiée pour le problème élémentaire Z — 
— hf (x) +(y*, F (x)) —inf, alors 

L x (x, lo; y*) = 0 <> Ào = —y;, .. ho = —Yn; ._. 


OÙ y* — (yy, . .., Yn, - . .) El, Car [5 est isomorphe à Z, [KF]. 
Mais ces deux conditions sont contradictoires: ou bien À, 0 et 
alors y* — (—0, . .., —o, ...,) € L, ou bien À, = 0 et Fe = Ù, 
ce qui signifie que les deux multiplicateurs de Lagrange sont nuls. 
Ici, Z, représente l’espace de toutes les suites x = (x, ...,xn,... 


O0 


1/2 
pour lesquelles || x || -{ pa os :) <Z co, 15 étant l’espace dual 
n=i 
de }, [KFI. 


Exercices. Pour les exercices de 1 à 8, citer des exemples de 
problèmes d’extrémum sans contraintes des fonctions infiniment 
dérivables d’une ou de deux Poe où les exigences formulées 


ci-après sont respectées. 
4. Le minimum et le maximum absolus sont atteints en une 


infinité de points. 

2. La fonctionnelle est bornée, le maximum absolu est atteint, 
tandis que le minimum ne l’est pas. 

3. La fonctionnelle est bornée mais le minimum et le maximum 
absolus ne sont pas atteints. 

4, La fonctionnelle est bornée et possède des points critiques 
mais le minimum et le maximum absolus ne sont pas atteints. 

9. La fonctionnelle est bornée et possède des maximums et des 
minimums locaux mais le maximum et le minimum globaux ne sont 


pas atteints. 
6. Iln’y a qu’un seul extrémum local qui n’est pas un extrémum 


global. 
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7. Il y a une infinité de maximums locaux mais pas un seul 
minimum local. 

8. La restriction de la fonction définie dans le plan à n'importe 
quelle droite passant par l’origine des coordonnées présente un 
minimum local au point zéro, sans que l’origine des coordonnées 
soit le point d’un minimum local. 

9. Est-ce qu'on peut affirmer que si une fonction d’une variable 
présente en un point quelconque un minimum local, alors, dans un 
certain voisinage suffisamment petit de ce point, la fonction est 
décroissante à gauche du point susmentionné étant croissante à sa 
droite ? 

10. Soit f une fonction définie et dérivable sur R° satisfaisant 
à la condition lim f(x) — + et supposons que f” (x) ne possède 

| X | + oo 
qu'un zéro unique æ. Montrer que x est le point qui fournit un mini- 
mum absolu de la fonction f. 

Î1. Admettons que chaque fonctionnelle atteigne son minimum 
absolu sur un certain ensemble X. Montrer que X est un ensemble 
fini. 

Formaliser les exercices 12 à 17. 

12. Trouver la distance la plus courte d’un point donné (1, 2) 
dans le plan à la droite 2x, + 3x, — 

13. Trouver la distance la plus courte d’un point donné dans 
l’espace tridimensionnel à un plan donné. 

14. Inscrire dans un disque le triangle dont la somme des carrés 
de ses côtés soit minimale. 

19. Trouver dans le plan le point dont la somme des distances 
aux trois points donnés soit minimale. 

16. Diviser un nombre positif donné en deux parties de facon 
que le produit des produits de ces parties par leur différence soit 
maximal. 

17. Trouver parmi les polynômes de n-ième degré à coefficient 
dominant égal à l’unité celui dont la norme dans L, ([—1, 1]) est 
la plus petite. 


CHAPITRE PREMIER 


RENSEIGNEMENTS PRÉLIMINAIRES ET PROBLÈMES 
AVEC CONTRAINTES 


$ 1. Eléments d’analyse fonctionnelle et de calcul différentiel 


Beaucoup de faits cités au présent paragraphe sont exposés dans 
l'ouvrage [ATFÏ, ce qui nous permet de nous borner à la seule for- 
mulation des théorèmes. 


1.1. Espaces normés et espaces de Banach. 

1.1.1. Définitions fondamentales. Un espace vectoriel X est dit 
normé si sur cet espace X est définie la fonctionnelle ||-||: X—R 
appelée norme et qui satisfait aux conditions suivantes: 


a) [x1>0 VreX et [rx —0zxr—0; 
b) ax = |alllxzil V&aER, Vre x; 
C) [ti + 2 I Kul + till Vas de € X. 


Parfois, dans le but de souligner que c’est justement sur X qu'est 
définie la norme, on écrit |[|-{[+. Deux normes ||-{|, et [[-[L, dans X 
sont appelées équivalentes si l’on peut exhiber des constantes positives 
C; et C, telles que 


Club <Hrzlk CZ] Vx € X. 


Tout espace normé se transforme en un espace métrique si l’on 
y introduit la distance p (x,, x2) = [| x, — x ||. Un espace complet 
par rapport à la distance introduite est appelé espace de Banach. 

1.1.2. Exemples d’espaces de Banach. 

Exemple 1. L'espace de dimension finie KR” constitué 


n 1 
par les vecteurs x = (x,...,x,) de norme | x | =| > à) 
1 


1—= 
Exemple 2. L'espace C (K, R") des vecteurs fonctions con- 
tinus x(-): À — R" définis sur le compact À de norme || x (-+) [lo — 
— max |æx(é) |. 
tEK 


Exemple 3. L'espace C' ([6,, t.l, R') des vecteurs fonctions 
x (-): [éo, ,] —R", r fois continûment dérivables et définis sur un 
segment fini [fo, 11 & R, de norme 


Hz (JT = max{]z (-) lo, - .., 12 (-) Ho}: 
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Exemple 4. L'espace /,, constitué par les suites x — 


= (7,, ..., Zn, . . .) pour lesquelles S x? oo, de norme donnée 
i—= 
O0 


par la formule || x || = (2; x?)/2. 
= 


1—= 

1.1.3. Produit d’espaces. Soient X et Ÿ deux espaces normés. 

Le produit cartésien X X YŸ peut être transformé en un espace normé 
par l'introduction de la norme 


(x, Y)lxxy =max{|[c|lx, [Yllr} 


(il est aisé de vérifier que tous les axiomes concernant la norme sont 
satisfaits). D’autres estimations équivalentes sont également pos- 
sibles (cf. plus loin l'exercice 8). 

Une assertion évidente est à remarquer : le produit cartésien des 
espaces de Banach est également un espace de Banach. 

1.1.4 Espace dual et opérateur adjoint. L'ensemble de toutes 
les fonctionnelles linéaires continues X* sur X forme un espace 
dual de X. C’est un espace de Banach par rapport à la norme ||x* [| x+=— 
= ; sup (x*, x), où (x*, x) indique l’opération de la fonctionnelle 

XI y < 
x* sur x [KF]. L'espace dual d’un espace de dimension finie R° est 
isomorphe à HR. Le produit scalaire de deux vecteurs y — 
= (y,, ..., Un) E R''et x = (x,, . .., x,) E Rest présenté sous la 

n 








forme de la somme (y, x) = > y;r;. Nous allons noter la même 
i=1 


n 
somme >. yix; tout simplement yx si y € R"*, x ER’; de plus, 
i=1 


x et y doivent être considérés respectivement en tant que colonne 
et ligne (de cette façon, yx n’est qu’un produit de matrices). 

Soient X et Ÿ des espaces normés et À € Z (X, Y) un opérateur 
linéaire continu de X dans Ÿ. On peut alors définir un opérateur 
adjoint A*: Y* — XY tel que (y*, Az) = (A*y*, x) Vx € X [KFI. 

Pour une fonctionnelle linéaire continue sur un produit d'espaces 
le lemme suivant est immédiat. 

Lemme. Toute fonctionnelle A € (X X Y)* peut être mise 
univoquement sous la forme 


(A, (x, y)) = x, x) y, y}, où x*EX*Y et y" EYy*. 


Exercices. 

{. Parmi les fonctions de deux variables citées ci-dessous, indi- 
quer celles qui, pour certaines valeurs des paramètres (précisez-les), 
définissent une norme dans R°: 


a) N(x)= (1x | + x PP)", p>0; 
b) N (x) — | dyytr + Quote [+ | oil + Gooto |; 
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c) N (x) = max{| arr + uote |, | Goits + Goo |}; 
d) N (x) Fe (di —+ 2412T1T2 + Gsst) Te 


2. Montrer que les normes |x|= (x? + x)? et [[x [le = 
— max (|x, |, |x, |) sont équivalentes. 
3. Montrer qu’en admettant [|-|| comme norme dans R’, la 


boule unité B —{x€ R"|||x || 1} dans cette norme constitue 
un ensemble centro-symétrique borné fermé convexe, et que le 
centre (l’origine des coordonnées) est un point intérieur à cet en- 
semble. 

4. Montrer que si l’ensemble B est un ensemble centro- -symétrique 
borné fermé convexe dans R" admettant le centre (l’origine des 
coordonnées) comme point intérieur, il y a une norme telle que B 
soit la boule unité. 

5. Montrer que toutes les normes dans R? sont équivalentes. 

6. Montrer que tous les espaces normés de dimension finie sont 
des espaces de Banach. 

7. Gonstruire un exemple d'espace normé qui ne soit pas bana- 


chique. 

8. Montrer que si i (X , [l-lx) et de |: ||) sont des espaces normés, 
alors || æ [x + [lg Ir et (le (+ 1 y I sont des normes équi- 
valentes dans. X X Y. 


9. Soit X un espace normé constitué de fonctions continues sur 
1 


le segment [0, 1] de norme || x (+) || — À | x (t)] dt. Est-ce que la 


Sen 


fonctionnelle linéaire (x*, x (+)) — x (0) appartient à l’ espace X*? 
10. Quelle est la valeur de la norme {| x ||, x € R? si la boule 
unité est définie par les inégalités suivantes: 


a) B={(x1 to), US CAN an — 4 LL KL < a}; 


b) B— {(æ, T2) )$+S < 1, — di 2 < Dir 





—b, < 2 <b} ? 


11. Donner un exemple de sous-espace à deux dimensions 
C ([0, 11) dont la boule unité est constituée par le disque unité 
(autrement dit, couper la boule unité de l’espace C ([0, 11) par un 
plan de façon que la section obtenue soit le disque unité). 

12. Soit X — R°?. Trouver la norme de l’espace dual de (X, {|:|}) 
si la norme dans X est définie par les relations suivantes: 


a) N'(x) = (a PF + re PP; 
b) N(x)=max(|z |, 1x1); 
DNG)= (xl + xl), p>1; 
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d)N (x) = (auxi + Z@iotite + Qootr) *, An > 0, 
A1@92 — die > 0. 

1.2. Quelques théorèmes de géométrie et d’analyse fonctionnelle. 

1.2.1. Théorèmes de Weierstrass sur le passage d’une fonction par 
un maximum ou minimum. Le plus souvent, on fera appel au théo- 
rème fondamental ci-dessous. 

Théorème de Weierstrass. Une fonction continue 
sur un sous-ensemble non vide borné fermé d'un espace de dimension 
finie atteint ses maximum et minimum absolus IN, vol. 11. 

Un corollaire souvent utilisé est immédiat. 

Corollaire. Si une fonction f est continue sur R" et si 
lim f(x) = +o (lim jf (x) = —oæ), elle atteint alors son mini- 

[xl 


IX] + oo 


mum (maximum) absolu sur tout sous-ensemble fermé de R". 

Il est à rappeler qu’un ensemble À dans un espace métrique est 
compact si de toute suite à valeurs dans À il est possible d’extraire 
une sous-suite qui converge vers une valeur dans cet ensemble, ou 
(la propriété qui sera énoncée est équivalente à celle qui vient d’être 
citée) si de tout recouvrement de À par des ensembles ouverts il 
est possible de sélectionner un sous-recouvrement fini. Un sous- 
ensemble borné et fermé d’un espace de dimension finie est un 
compact. 

La fonction f: À —R définie sur un espace métrique X est dite 
semi-continue inférieurement (supérieurement) si pour tout C l’ensemble 
{x EX |f(x) LC} ({x EX |f (x) > C} est fermé. 

Le théorème es de Weierstrass formulé ci-après est appli- 
cable à la résolution d’un grand nombre de problèmes du calcul des 
variations et de commande optimale. 

Théorème de Weierstrass (généralisé) Une fonc- 
tion f semi-continue injférieurement (supérieurement) et définie dans 
un espace métrique X atteint son minimum (maximum) sur tout com- 
pact contenu dans X. En particulier, f passe par son minimum (maxi- 
mum) sur X tout entier si, pour un certain C, l’ensemble {x | f (x) < C} 

({x |f (x) > C}) n'est pas vide et est compact TATFI. 

Le de Weierstrass et son corollaire résultent immédiate- 
ment de ce théorème généralisé. 

1.2.2. Théorèmes de séparation. Introduisons les notions de 
séparation et de séparation stricte de deux ensembles. Soient À 
et B certains sous-ensembles d’un espace normé X et soit X* l’espace 
dual de X (espace de fonctionnelles linéaires continues sur X). On 
dit que la fonctionnelle x* € X* sépare les ensembles À et B si 


(x, x) Lx, y) Vrx E À et VyE B. 
La fonctionnelle x* € X* sépare strictement les ensembles À et B 
s'il y a un € > 0 tel que 
(x, x) L(x*, y)—e Vr E À et VyE B. 
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Dans le premier cas, les ensembles À et B sont dits séparables, alors 
que dans le second, ils sont strictement séparables. 

S'il s’agit d’un espace de dimension finie, la fonctionnelle x* 
peut être identifiée à un vecteur contenu dans R”. L'égalité 
(x*, x) = $B, où x* 0, PER, définit dans R”° un hyperplan, 
c'est-à-dire une variété linéaire de dimension n — 1. Pour cette 
raison, la séparabilité de À et de B indique la présence d’un hyper- 
plan qui divise R°* en deux parties (demi-espaces) dont l’une con- 
tient l’ensemble À, tandis que l’autre renferme l’ensemble PB. For- 
mulons maintenant les théorèmes de séparation pour le cas à dimen- 
sion finie. 

Théorème 1 (premier théorème de séparation pour le cas 
à dimension finie). Soit À un ensemble non vide convexe dans R" qui 
ne contient pas le point b € R”. Dans ce cas, le point b peut être séparé 
de l’ensemble À. 

Théorème 2 (second théorème de séparation dans le cas à 
dimension finie). Soit À un ensemble non vide fermé convexe dans R’ 
et soit b un point qui ne fait pas partie de A. Dans ce cas, le point b 
peut être strictement séparé de À. 

En partant du théorème de Hahn-Banach [KF], on déduit les 
théorèmes de séparation suivants dans un espace normé arbitraire : 

Théorème 1” (premier théorème de séparation). Soit X un 
espace normé. Si les ensembles À & X et BE X sont convexes, non 
vides, disjoints et si de plus À est ouvert, il existe alors une fonctionnelle 
non nulle x* € X* qui sépare les ensembles À et B [KF, ATFI. 

Théorème 2” (second théorème de séparation). Soient X un 
espace normé, À © X un sous-ensemble non vide fermé convexe et 


z EX un point non compris dans À. Dans ce cas, on pourra trouver 
une fonctionnelle non nulle x* € X* qui sépare strictement x et À, 
c'est-à-dire telle que sup (x*, x) <(x*, x) [ATF]. 

xEA 


Exercices. 

1. Trouver un exemple d’une fonction bornée continue sur un 
sous-ensemble borné d’une droite et pour laquelle les bornes infé- 
rieure et supérieure ne sont pas atteintes. 

2. Trouver un exemple d'une fonction bornée continue sur un 
sous-ensemble fermé d’une droite et pour laquelle Îles bornes infé- 
rieure et supérieure ne sont pas atteintes. 

3. Soit X un certain sous-ensemble non compact d'une droite. 
Montrer que l’on peut trouver une fonction continue sur X dont Îa 
borne inférieure n'est pas atteinte. 

4. Donner un exemple d’une fonction semi-continue inférieure- 
ment mais qui ne soit pas continue. 

o. Dire si les ensembles indiqués ci-dessous sont des compacts : 

a) intervalle semi-ouvert [a, b): 


b) suite de points sur la droite x, — 1/n, n = 1, 2, ...; 
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c) sous-ensemble de la droite B = U [n, n+1/n]; 
n=1 


d) ellipsoïde El = {r ={xt;}r>1 € [2 kr} < 1} dans l’espace /,. 


6. Trouver un exemple d’un ensemble borné fermé qui ne soit 
pas compact. 

7. Trouver un exemple d'un espace normé X et d’une fonction- 
nelle continue f: À —R telle que f (x) — +o pour || x || —- œ 
sans que la borne inférieure de la fonctionnelle soit atteinte. 

8. Montrer qu'il est toujours possible de trouver la solution du 
problème de la distance la plus courte d’un point à un ensemble fermé 
dans un espace de dimension finie. 

9. Donner l’exemple d’un espace de Banach X, d’un sous-espace 


fermé Z de l’espace susmentionné et d’un point x qui ne fait pas 
partie de ce sous-espace tels que le problème de la distance la plus 
courte du point considéré au sous-espace cité n’admette pas de solu- 
tion. 

10. Séparer le point (2, 3) de l’ellipsoïde x?/4 + y°,9 — 1. 

11. Montrer que, lorsque l’on applique le premier théorème de 
séparation, les ensembles convexes non vides À et B peuvent être 
choisis de façon que int 4 Æ Ÿ et int A NB = . | 

12. Montrer que, si l’on applique le premier théorème de sépara- 
tion, la condition concernant la propriété d’être ouvert ne peut pas 
être négligée. 

1.3. Lemmes. Les quatre lemmes cités ci-après sont souvent 
appliqués dans la théorie des problèmes d’extrémum. Ils représen- 
tent des corollaires des théorèmes de séparation et du théorème de 
Banach sur un opérateur inverse [KFI. 

1.3.1. Lemme sur la non-trivialité de l’annulateur. Rappelons 


que l’on appelle annulateur A” d’un sous-ensemble À d’un espace 
vectoriel X l’ensemble des fonctionnelles linéaires ! sur X pour les- 


quelles (1, x) — 0 Vx € A. Signalons que A contient toujours 
O0 € X*. 

Lemme. Soit L un sous-espace fermé d’un espace normé X, de 
plus L=Æ X. Dans ce cas, l’annulateur L* contient l'élément non 
nul [ATFI. 

Pour un espace de dimension finie, ce lemme veut dire que si ZL 
est un sous-espace propre dans R" (c’est-à-dire L = R"), alors il 
y a des nombres a, . .., a«, qui ne s’annulent pas simultanément et 
tels que ax, +... +anx, = 0 Vx = (x,,...,x,) € L. 

1.3.2. Lemme sur l’opérateur inverse à droite. Soient X et Y 
deux espaces de Banach, et soit À un épimorphisme continu linéaire de 
X sur Y (AE L(X,Ÿ), Im À = Ÿ). Dans ce cas, il y a une applica- 


tion M: Y — X (généralement parlant, c'est une application non 
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linéaire et discontinue) et une constante C => O qui satisfont aux con- 
ditions: AM = I;, || My | C Il y || pour tous les y € Y TATF]. 

1.3.3. Lemme sur l’image fermée. Soient X, Y, Z des espaces 
de Banach, et soient A: X — Y et B: X —Z des opérateurs li- 
néaires continus. L'égalité Cx — (Ax, Bx) est définie par l’opérateur 
linéaire continu C: X —Y X Z. 

Lemme. Si un sous-espace Im À est fermé dans Ÿ et si un sous- 
espace B Ker À est fermé dans Z, alors le sous-espace Im C est fermé 
dans Y X Z TATFI. | 

1.3.4. Lemme sur l’annulateur du noyau d’un opérateur régulier. 
Soient X et Ÿ des espaces de Banach, À : X —- Ÿ étant un épimorphisme 
linéaire continu. Dans ce cas, (Ker A)! — Im A* [ATFI. 

Un opérateur qui constitue un épimorphisme linéaire continu 
est dit régulier. 


1.4. Définitions des dérivées. 
1.4.1. Dérivée de Fréchet. Soient %, le voisinage d’un point 
x — (2, Ne Z,) dans R'etF = (F,,..., F,) une application de 


AL dans R”. On dit que l’ application F est dérivable au point x s’il 
y a une matrice À — À;;,i —1,...,m,j —1,...,n, telle que 


F(e+R = (0 + LA + 7 


n nm 


<= lim | 7 (HA 1=0. RI=Q 2)". 


Si la fonction Fest de F est aisé de montrer que la matrice 
À est constituée des dérivées partielles 


Ô0F;( : ; 
= | EE), m4, us ms Jet, un. (2) 


Elle se note F” (x). La matrice (2) est appelée matrice de Jacobi. Si 
m = n, le déterminant de la matrice de Jacobi est appelé jacobien 





de l’application F au point x. 
Soient X et Y des espaces normés et soit 4 le voisinage du point 


x. L'application F : 4 — Y est dite dérivable selon Fréchet au point x 


et l’on écrit F € D (x) s’il existe un opérateur linéaire continu À de 
X dans Y (AE £ (X, Ÿ)) et une application r d’un certain voisinage 


de x dans Y, tels que 


F(x+hk)=F(x)+Ah+r(h), (4) 
Hr(k)N=o(|z). 
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L'opérateur À est appelé dérivée de Fréchet et se note F (x). Les 
relations (1”) peuvent s’écrire succinctement : 


F(x+h)=F (2)+F'(x)[k]+o (k), 
où par o (À) on désigne un élément de l’espace Y pour lequel 
[Lo (4) || — o (4) pour || k [| 0. Par F” (x) [k] on désigne la valeur 


A 


de l’application F” (x) sur l'élément h. Si en chaque point x de l’en- 
semble ouvert L l'application F € D (x) et l'application x —F" (x) 
est continue, on écrit # € C1 (AL). 

1.4.2. Dérivabilité stricte. Supposons que l'application F est 
dérivable selon Fréchet en un point x. On dit qu'elle est strictement 


dérivable au point x (on écrit dans ce cas F € SD (x)) si, pour tout 
€ >> 0, on peut exhiber un 8 > 0 tel que, pour tous les x, et x 
satisfaisant aux inégalités [| x, — x [| 6, || xs — x [| << 6, l’iné- 
galité 


LE (a) —F (a) FR) & els —2 | 


soit vérifiée. Même pour le cas unidimensionnel, SD (x) = D (x) 
(cf. exercice 9). 

1.4.3. Variation selon Lagrange et dérivée de Gâteaux. Soient 
de nouveau X et Ÿ des espaces normés et le voisinage d’un point x 


dans À, MEO (x, X), F:U —7Y. On dit que F possède au point x 
une variation selon Lagrange si, pour tout À € X, la limite 
SF (2, k)=F'(&, h)= lim EME (1) 
à +0 
existe. Par ailleurs, l’application k —ôF (x, h) est appelée variation 
selon Lagrange. S'il existe un opérateur AE £ (X, Y) tel que 
ÔF (x, h) = Ah, on dit que F est dérivable selon Gâteaux au point x. 
Dans ce cas, l’opérateur À est nommé dérivée de Gâteaux de l'applica- 


tion F au point x et se note FG (x). De cette façon, si F est dérivable 


selon Gâteaux au point x, alors, pour tout À fixé, 
F(&+Ah)=F(x)+AF" (x) lk]+r (à), (2) 


où ||r (À) || — o (À) pour À 0. 

Il est évident que la dérivabilité selon Fréchet entraîne la déri- 
vabilité selon Gâteaux. Déjà pour le cas bidimensionnel, ces deux 
notions sont distinctes (cf. exercice 4). En vertu de la définition, de 
la dérivabilité selon Gâteaux il découle l’existence de la première 
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variation selon Lagrange. Et ces deux notions sont de nouveau 
(déjà dans le cas bidimensionnel) distinctes (cf. exercice 3). 
1.4.4 Dérivées d’ordres supérieurs. Soit 4 le voisinage d’un 


point Z — (x, Re T,) dans R°, f: 4 — R? étant une fonction 
définie et continâment dérivable sur 4. On dit que la fonction f est 


deux fois dérivable au point x s’il existe une forme quadratique Q 
telle que 


f(e+h)= f (2) + j' (@) 1h14 + Q (R)+r (h), 


r ()= 0 (12 17) lim (17 (2) 1/1 8 12) 0. 


La forme quadratique est définie par la matrice symétrique 
(qij), à, j = 1, ..., n, qui est constituée des dérivées partielles 


0?f (x) 
Ôx; Ôx ; ù 

Examinons maintenant le cas à dimension infinie. Soient X 
et YŸ des espaces normés, À & X étant un sous-ensemble ouvert. 
Si l'application f:  —Y est dérivable en chaque point x E 4, 
alors l’application x —f" (x) de l’ensemble 4 dans l’espace Z (X, Y) 
est définie. Etant donné que £ (X, Ÿ) est aussi un espace normé, 
il est licite de poser la question d’existence de la dérivée seconde 

jf @) = ()Y M EZ(X, £ (X, Y)). 

Pour A EX, /f"(x)(h]lE £ (X, Y). Prenons À, € X. Dans ce cas, 
f" (x) Lh,, h] = f” (x) lh.l ll est définie. De cette façon, l’applica- 
tion linéaire f” (x): X X X — Ÿ par rapport à chaque argument est 
définie. D'une façon analogue, on définit les dérivées d’ordres supé- 


rieurs. 
Théorème (sur les dérivées mixtes). Si pour une application 





A 


f: Ù —Y il existe une dérivée seconde f” (x), alors pour tous les h, 
Ra (a X, 


l'(z) lu, hk]=f(x)lh lu] 

[ATFI. 

Exercices. 

Î. Donner un exemple d'application continue qui, dans un point 
fixé, n admette pas de dérivée quelle que soit la direction considérée. 

2. Donner un exemple d'application admettant une dérivée 
suivant n'importe quelle direction mais privée de variation selon 
Lagrange. 

3. Donner un exemple d'application possédant une variation 
selon Lagrange mais privée de dérivée selon Gâteaux. 
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4. Donner un exemple d'application admettant une dérivée 
selon Gâteaux mais privée de dérivée selon Fréchet. 

9. Donner un exemple d'application admettant une dérivée selon 
Fréchet mais qui ne soit pas strictement dérivable. 


1.5. Théorèmes fondamentaux du calcul différentiel dans les 
espaces normés. Ci-après sont cités certains théorèmes auxquels on 
fait appel le plus souvent pour la résolution des problèmes d’extré- 
mum. 

1.5.1. Théorème de superposition. Soient X, Ÿ, Z des espaces 


normés, L le voisinage d’un point x dans X, Ÿ° le voisinage d’un point 


y dans Ÿ, (x) — y, Vi: —Z,f = vo p: À —-Z étant la super- 
position des applications @ et 1. 


Dans ce cas, si 1 est dérivable selon Fréchet au point y, alors que 
est dérivable au point x selon Fréchet (dérivable selon Gâteaux ou possède 


une variation selon Lagrange), f jouit au point x de la même propriété 
que ®, et de plus on a respectivement 


f(x) =" (y)op’ (x), 
fe (x) = Ÿ' (y)-pe (x), 
ôf(x, h)—Y" (y)[ôp(x, A)] VAE X. 


Si 14h est strictement dérivable en y, @ étant strictement dérivable en 


x, alors f est strictement dérivable en x. 

< Examinons de plus près deux cas extrêmes : la variation selon 
Lagrange et la dérivabilité stricte. 

A) D'après la définition de la dérivée de Fréchet, on a 


bu) = (Y) + (y) [y — y] + o(y— y). 
Par conséquent, 
lim LED TE Jim 


bp (HA) — D G) 
À—0 À 0 À 


im PO IP GHM) VIH 0 (Q (HAN 
A0 À 
=" (ÿ) [im LÉO ZE) im LE EH 
À 0 A0 





p (2 AR) —ÿ |== 
PGA |. 





=D Go p]+ lim 2H) ji 
D+0 |p(r+M)—y Il 20 


+" (4) lp’, 2)1+0- Ip (à, X)II=% (4) (x, k)l, 
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ce qui démontre la formule traduisant la variation selon Lagrange 
de la superposition des applications. 


B) Etant donné que ® € SD (x), 4 € SD (y), pour tous &, > 0, 
&, > O, il existe des Ô, > 0, à, > 0 tels qu’en partant des inégalités 


Hz, — 2x6, IIy —yll<8&, i—0, 1, on aboutit aux iné- 
galités suivantes : 


pt) —œ(2)—9 (à) nm] < elle —2 Il, (1) 
Ib Ga) — Ge) — 0" (0) Li — ll 82 || wi — we [le (2) 


Choisissons pour tout & > 0 un e, > 0 et un e, > 0 tels que 
l'inégalité 
€4€2 + Es || P (x) + el] dv) Le 


soit vérifiée ; à l’aide de ces &,, e&,, trouvons un 6, > 0 et un à, > 0 
tels que les relations (1) et (2) soient réalisées, et posons finalement 


ô— min {6,, 8,/(e1 + || p' (x)|l)}- 
Si maintenant || x; —_% | << Ô, à — 0, 1, alors, d’après (1), 
Ip()—p(n)l <alu-zl+le @ta-rll< 
< (e+|1p (2) Iles — 2e I]. (3) 


En posant dans cette inégalité à tour de rôle x; — x, i = 0, 1, on 
obtient 


ot) (= le()—vi< (@+1p (ID 8 < 8, 


et de cette façon que, pour y; — œ (x;), la relation (2) est vraie. 
En utilisant maintenant (1), (2) et (3), on trouve 


LÉ (1) — À (me) — 4" (9) Lo (x) Lu — ml] 
< [1e (b (21) — DE (2) — D" (9) Lo (x) —p (æ)1 + 
+ IG) Lo (x) — pre) — p° (&) Lei 2] || 
Sep (2)—@p(&)1l+ Ib (I Il (es) —® (x) — 
— pa) nm) 8 (e+ lp" (211) Ii — 2e |] + 
HD" (7) Ile 1 — tel = (+11 @" G) + 
+ea lb (Diam <ellri— 
ce qui signifie que f € SD (x). 
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En suivant ces raisonnements dans l'hypothèse que x, = x, æ, = 
= 7 + h, nous obtiendrons la démonstration du théorème pour le 
cas de la dérivabilité de o selon Fréchet. La démonstration du théorè- 
me pour le cas de la dérivabilité de selon Gâteaux s'obtient en 
analysant la formule déjà démontrée sur la variation selon Lagrange 
de la superposition des applications. [> 

Généralement parlant, le théorème de superposition n’a pas lieu 
si 4 n’est dérivable que selon Gâteaux. 


1.5.2. Formule de Taylor. Si 7° (x) existe, alors 
fG+h)=fG@)+f (A+ LT GR, h1+ 


nue … A+r(R), 


où Hr(k)ll—=o(|lkl") pour h —+0 TATFI. 
1.5.3. Théorèmes de dimension finie des fonctions réciproque et 
implicite. Théorème de Lusternik. Théorème de l’espace tangent. 
Théorème (théorème de dimension finie de la fonction ré- 


ciproque). Soient U € R” le voisinage d'un point x — (ru, ee Th), 
F:% —R'" une application de la classe C1 (AL), F (x) — y. Dans ce 
cas, si le jacobien de l'application F diffère de zéro au point x, il existe 
un € > 0, un Ô — 0et un K => 0 tels que, pour tout y contenu par la 
boule leg | << Ô, ily aitunx unique dans la boule |x— x ES 
et tel que F (x) = y et de plus Ir—r|<K ly— y |. 
Remarque. Le théorème de la fonction réciproque a été pré- 
senté ci-avant sous la forme qui sera utilisée par la suite. D’habitude, 
la démonstration est plus étendue et l’on montre, en particulier, que 
la propriété de différentiabilité d'une application réciproque sera la 
même que celle de l’application directe; la formule (F-1 {(y))" — 


— (F" (F-1 (y)))-! est également démontrée. 
Corollaire (théorème de dimension finie de la fonction 


A A 


implicite). Soient AU © R* X R° le voisinage d'un point (x, y) = 
EN 


= (dis ces En Ye Ve) Vi + RS, Ÿ (x, y) = 0, Y, (x, y) 
étant une matrice inversible. Dans ce cas, il existe un K 0, un 8 _ 0 


et une application %: B (x, 0) —+ R° de classe C1 (b B (à, Ô)) tels que 


Y(x, p{a))=0, p(a)=Y, |) —y| LKIx—x|. 


< Posons n—=k+s, 2 — (x, y) (x ER, yER), F (z) — 
— (x, W (z)). Ceci étant, la fonction F va satisfaire, au point z — 
3—0643 
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= (x, y), aux conditions du théorème de la fonction réciproque, car 
[I Y,(z 
F' (2) . | X G)] 
0 Y, (2). 


est une matrice non dégénérée. Suivant le théorème de la fonction 
réciproque, on peut exhiber un ô > 0, un e > 0 et un À >> 0 tels 


que, si | Ex | + ]n | < 6, on puisse trouver un couple unique 
(x, y) pour lequel |x— x | + ly— y | << e et 
F(x, y)=(, nz=Ëk, Fr y)=m 
[t—|+|y—yl < K(IE—21+inl). 
En posant n = 0, on trouve que, si | x — x | < 6, on peut exhiber 
un seul y = œ (x), |y — y | < e pour lequel 
Fix, px) = (x, 0) <= F(x, p(x))= 
Iy—yI<KIz—x|. 
Remarque. De la formule de la PP d’une fonction 
réciproque, il résulte immédiatement que 
P)= —[F, (x, PGI IF, (&, p(x))l. 
Théorème de Lusternik. Soient X, Z des espaces de 
Banach, U EO (x, X), F:U —Z. SiFE€ SD (x c) et si F” (x) est un 
épimorphisme, il existe un voisinage U © % du point x, un nombre 
K > 0 et une application ®: U —X tels que 
F(x+p(x))=F(x), 
No ÆIF (x) —F (x) I. 
< La démonstration de ce théorème est basée sur la méthode de 
Newton modifiée. 
A) Sans porter atteinte à la communauté, mettons x = 0 et 


F (x) — 0. Choisissons un € >> 0 tellement petit que b (0,e)c et 
/ " / / 1 { / "” 
NF (a) F(e)— (O2) lea" (9 


pour [x [| Le, |[x” [| 'e (c'est possible, étant donné que F € 


€ SD (x)). où la constante C >> 1 est fournie par Le lemme sur l’opé- 
rateur inverse à droite (p. 1.3.2) pour l’opérateur M qui est un opé- 


rateur inverse à droite de F” (0). Posons pour x € U = B (0, 6): 
En+1 = En — M (F (&)), n>0, E = 7x, (2} 
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où Ô est tellement petit que [| x | + CIF (x) |  e/2 pour [| x || < 


< 6. 
B) Montrons par récurrence que [|£, Ie Vn > 0. Il est évi- 


dent que [EI = [x || << 8/2. Pour n = 1, la relation (2) et le 
lemme sur l'opérateur inverse à droite nous fournissent l'estimation 
lHi—zi= INF G@)I<CIE (@) 1, (3) 


d'où || E, |  e/2. 

Soit [| Ë: I e pour i — 0, 1, ..., k (k> 1). En partant de 
cette relation, déduisons que || Ëz+, | 8. Pour i = 0, 1,...,k, 
l'expression (2) donne 


F' (0) (Éi+1—) + F(&)=0, (4) 


d’où 
Îl S54a — À I 2c| F (£i) l=c| dis 4) — 


— F7 (0) (Ë; —6;) |] <. Il Ë— ini = 


= | EE <'TÈ-z 1 <Ite, , 
i=1, ...,k, (9) 


(5) 


et en vertu de l’inégalité d’un triangle, on obtient 
Il En+1 11 | Én+a — En + bn — nu ++ < 
| Ent — En IN En — Enes +  HTR— BH 


eg f 1 1 { £ 
<F(s+r+. + )+s <e 


De cette manière, on à || Ëx+1 || €, d'où, par récurrence, on tire 
I £n 1e Vr > 0. 

C) Des inégalités (5) et (5°) il s'ensuit que [| Enim—En ll & 

1 { = 2 

<nei—Enll (++ 2 Her) UE < IE — 
— x||—-0 pour 2 — 0, c'est-à-dire que {é,}1>0 est une suite fon- 
damentale donc convergente en vertu du fait que X est un espace 
de Banach. Notons (x) = lim &,; alors 


nn 00 


Il En —Z| < TR + |] Ée — Er [+ 
Hal NE (x er +. +1) <2NE zx. 
En passant à la limite, on LA 
lp @)—zi<21 EH —2|< £ 20 IF @)I= XIE () 1, 
de plus, 
(3) 
lp GI Ir +2 —-xl< e. 


3* 
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Cela signifie, compte tenu de (1), que F est continue au point w (x), 
et de (4) on tire donc 


F (1 (a) = lim F (En) = — lim P° (0) (En —8n) = 0. D> 


n—00 


Soit À un espace normé, MW étant un certain sous-ensemble qui 
lui appartient. Un élément h € X est appelé vecteur unilatéral tangent 


(semi-tangent) à l’ensemble M en un point x € M s’il existe un £ > 0 
et une application r: [0, el — X tels que 

a) z+ith+r(b EM VtE[0, e); 

b) [r(t)[|—o(t) pour té +0. 

Le vecteur À est appelé vecteur tangent à l’ensemble M au point x 
si les vecteurs À et —h sont des vecteurs unilatéraux tangents à A7 


au point x. L'ensemble de tous les vecteurs tangents à 7 au point x 
se note T', M, alors que l’ensemble des vecteurs unilatéraux tangents 
X 


est désigné par T' M. Il est évident que T,M et T' M sont des cônes. 
X 
Si l’ensemble T,M est un sous-espace dans X, on dit qu’il forme un 


sous-espace tangent à M au point x. 

Dans la pratique, on rencontre pas mal de cas, y compris ceux 
qui présentent un grand intérêt pour la théorie des problèmes d'’ex- 
trémum, où l’ensemble des vecteurs tangents peut être trouvé à 
l’aide de ce corollaire du théorème de Lusternik. 

Théorème (de l’espace tangent). Soient X, Z des espaces 


de Banach, M EO (x, X), F: A —+Z, FE SD(x) et F' (x) étant 
un épimorphisme, M ={xE€ X |F (x) = F (x)}. Alors 


TiM = KerF' (2). 


< A)SoithE€ T.M, r (-) une application qui découle de la défi- 


nition d’un vecteur tangent. Etant donné que F € SD (x), pour des 
œ petits, 


F(x)=F(x+ah+r(a))=F(x)+aF'(x)[k]+0o (a). 


D'ici on tire œF” (x) [R] + o (x) = 0, donc F’ (x) [k] = 0, c'est-à- 
dire T,M © Ker F (x). 
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B) Soit k€ Ker F” (x). Posons r (œ) = œ (x + ah), où œ est 
l'application construite dans le théorème de Lusternik. Alors 


F(z+ah+r(a))=F (x), 


lr(a)l=lo&+ak)l| < ÆILF (&+ah)—F(x)||=0(@), 
c’est-à-dire hET.M. C> 


1.5.4. Théorème de la moyenne. Il est bien connu que, pour les 
fonctions numériques d’une variable, le théorème de Lagrange, appelé 
aussi théorème sur la valeur moyenne ou 
formule des accroissements finis, est vrai: si 
une fonction f: [a, b] —R est continue sur le segment (a, b] étant 
dérivable dans l'intervalle (a, b), alors il existe un point c € (a, b) 


tel que 

f (bo) — f (a) = f (c) (b — a). (1) 
Il est aisé de s'assurer que la formule (1) reste valable pour les fonc- 
tions numériques f (x) dont l’argument appartient à un espace normé 
arbitraire. Dans ce cas, 


La, bl={x|x=a+t(b— a), 0<Li<1}; 


l'intervalle (a, b) est défini d’une façon analogue, alors que la déri- 
vabilité peut être interprétée au sens de Gâteaux. En posant @ (t)— 
— f(a + t(b— a)), on ramène la démonstration au cas d’une 
variable réelle. 

Pour les fonctions à valeurs vectorielles, la formule (1) n’est pas 
valable [ATFI. 

Signalons que, dans l’analyse, on n'utilise pas habituellement 
la formule (1) proprement dite mais l'estimation qui en découle: 
|f (b)— f (a) | M (b— a), où M = sup !|f' (x) |. Nous allons 


x E(a, b 

montrer que, mise sous cette forme plus faible, l’assertion en question 
devient applicable aux espaces normés arbitraires. Suivant la tra- 
dition, elle s’appelle toujours « théorème de la moyenne », mais, 
bien sûr, il faudrait la nommer « théorème d'estimation des accrois- 
sements finis ». 

Théorème (de la moyenne). Soient X et Y des espaces normés 
et U € X un ensemble ouvert contenant le segment [a, b]. 

Si l'application f: A — Y est dérivable selon Gâteaux en chaque 
point x € la, b], alors 


IF(b)—f(a)I< sup [fe(c)l Ib—al. 
cE(a, b) 


< En vertu du corollaire 4 du théorème de Hahn-Banach [ATF|], 
pour tout y € Ÿ, donc pour y = f (b) — f (a) aussi, on pourra exhiber 
un élément y* € Y* tel que [| y* || = 1 et (y*, y) = || y ||, c’est-à- 
dire (y*, f (b)—f(a)) = | f (b) — f (a) ||. 
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Notons œ(t) —{(y*, f(a +t(b— a))). Etant donné que y* 
est une fonctionnelle linéaire continue, tandis que l’application f 
possède une dérivée selon Gâteaux en chaque point de [a, bl,on a 
conformément au théorème de superposition 


p' = {(y*, jé (a+t(b— a)lb— al) VHEIO, 11 
De la dérivabilité de la fonction o il résulte qu’elle est continue 
sur [0, 1], ce qui nous permet de lui appliquer la formule de La- 
grange (des accroissements finis): 


p (1) — p (0) = p (8), 8 € (0, 1). 
Pour cette raison, 
IF(O)—f(a)ll={y*, f(b)—f(a)} =p(1)— (0) — 
= (y*, fa(a+0(b—a))[b— al) LIfa(a+8(b—a))[b—al| < 
< |[fa(a+0(b—a))||-1b— al D fe (c) 1-1 — a |], 
ce qu'il fallait démontrer. D 
Envisageons quelques corollaires du théorème de la moyenne. 


Corollaire 1. Supposons que toutes les conditions du théorème 
de la moyenne sont remplies et AE £ (X, Ÿ). Alors 


FC) — f(a) — A (b— a) | nl fa (c)—AÏ-1b— a |]. 


< Il faut appliquer le théorème de la moyenne à l'application 


g(&) = f(@) — Az. D 


Coroll a ire 2. Soient X et Ÿ des espaces normés, LL un voisi- 


nage du point x dans X et f: U —Y une application dérivable selon 
Gâteaux en chaque point x € QU. Si l'application x —fG (x) est conti- 


nue au point x, alors l'application f est strictement dérivable au point % 
(elle est, donc, dérivable selon Fréchet au même point). 
< En vertu de la continuité de l’application x — fG (x), pour tout 


£ > 0, on pourra exhiber un ô > 0 tel que de l'inégalité [| x — x Il << 
<< Ô il résulte l'inégalité 


IG (x) — 6 (x) 1 <e- 


En vertu de la convexité des boules B = B (x, Ô), la condition 
x1, Ze E B entraîne que le segment tout entier [x,, x,] € B. D’après le 


corollaire 1 du théorème de la moyenne avec À = fG (x), on obtient 
If (ai) — f(x) — fe (x) —2ll < sup || fe (x) — 
xE(x1, X2) 
— fe (x) ll Kellrs—% ||, 


ce qui indique la dérivabilité stricte de l’application f au point x. [> 
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Le corollaire 2 nous montre que, lors de la vérification de la déri- 
vabilité des fonctionnelles concrètes, il suffit de montrer l'existence 
d’une dérivée selon Gâteaux et de vérifier sa continuité pour être sûr 
de la dérivabilité stricte (et a fortiori de l'existence d'une dérivée 
selon Fréchet). 


Problèmes 


Etudier la dérivabilité selon Fréchet des applications proposées 
dans les problèmes 1.1 à 1.26 et, si la dérivabilité est prouvée, trou- 
ver les dérivées correspondantes. 

1.1, f: R°—R7, f(x):= 4x, À étant une matrice d'ordre mXn. 

1.2. (S) f: À —YŸ, f(x) — Ax, X, Y étant des espaces normés, 
AEL(X, Ÿ). 

18. FRERE, f (a, 2) (es 2e ti +), x=(4, 2). 

1.4. f: R°R, J@=D ri. 

Dans les problèmes 1.5 à 4. 9, H représente un espace de Hilbert. 

1.5. f: HR, f(x) — «a, 2), a CH. 

1.6. f: HR, f(x) —({x, x). 

1.7. (S) f: HR, f(x)=||zll= V (x, 2). 

1.8. f: H {0} H, f(a)=x/lel. 


1.9. f: HR, f(x) —(Ax, x), À étant un opérateur linéaire 
continu auto-adjoint. 
1 


110. f: (10, IDR, fe ()= | (y (0 dé, 
0 


y ELe(10, 11). 


1 
111 f: £,(10, 1D—+R, f(x(-))— | x (t) dt. 
0 
1 
1.12. f: Z,(10, IDR, f(()= (za) 
0 
1 


113. f: Z2(10, IDR, fC)=() 20) à). 
0 


1.14. f: C ([0, 1) +R, f(x (-)) = x (0). 

1.15. f: C((0, 1) +R, f(x (.)) = 2° (1). 
1.16. (S)f: C ([0, 11) +R, f (x (-)) = x (0) x (4). 
1.17. f: C(0, 1) +R, f(æ(-) = |zx (0) | 
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1.18. j: C (0, 1) +R, f(x (-)) = O0. 

1.19. jf: C (0, 11) +R, f(x (-)) = sin x (1). 

1.20. f: C (0, 41) € (0, AM), f (æ (-)) = cos x (+). 
1 


1.21. f: C(I0, IDR, f((-)= [1e dr, 

0 
z(t)=at+bite, a, b, cER, f'(x(-))=? 
1.22. f: C1(10, 1) C(10, 1), f(x (-)=VIFF 0. 

1.23. f: C([0, 1)—-C([0, 1], 
FeC)=p( 2 (0), e(-)ECt(R?). 
1.24. jf: C([0, 1}—+R, 
1 


fe CD= Lot) dt, p()ECI(R). 


0 
1.25. (S)f:C(Lto 41) +R, 
f(x(-))=p(x(to), x(t)), p(-) ECT(R). 
1.26. Le C1 (Fos hu) —+R, 
ti 
f@C)= |L(E, 2 (0, z(b)dt, L(-)EC!(RS). 
Lo 
Dans les problèmes 1.27 à 1.29, indiquer les points où les fonc- 
tions f: R' — KR ne sont pas dérivables selon Fréchet. 
n 1/2 
1.27. f(æ)=(2 +) 
1.28. f(x)= max |; 
1<i<n 


1.29. f(x)= D al. 


i=1 


. 


Dans les problèmes 1.30 à 1.37, trouver la norme de la fonction- 
nelle linéaire continue x* sur l’espace X. 
1.30. (S)X —C([0, 1]), 


ce, 2 (-)=x(0)+3 | (0) dt—4x(1). 
0 


1 
1.31. X=C([0, 1), &*, z (= —2(0)+ | x (t) dt. 
1/2 
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1.32. X=C([0, 1]), 
1 

ar 26h | x (t) sin nt dt—x (+) | 
0 


1.33. X—C([0, 1])), 


n 1 
ce, a (= D par (m)+ | a()x(e, de, 
0 


R=1 
DK... LTn<, 


P19 ..., Pr ER, q(-)EC([0, 1]). 


1.34. X — 7/2, 
(a, æ)=2/2+x4+al8+...+zx 2 +... 
1.35. X — /2, 


EL, 2)= (ti —22)/2 + (ts — 2) 4 +... + (tons — Lon)/27 + 
1 


1.36. (S)X=Z,(10, 1]), (*, æ(-))= | x (t)sin nt dt. 
0 


1.37, X=Z2(10, 1)), 
1/2 1 
{t*, x(:) = | z(t)dt—2 | x (t) dt. 
1/ 


1.38. A: 72— 72, Az (es 5 site ds ie) 
OL), sa), Art 
1.39. A: 272, Ax=(x, 0, x, 0, xs, 0, ...), 
OU ET, D 222), AP=? 
Dans les problèmes 1.40 à 1.54, trouver les ensembles T < 


ou TM tangents à l’ensemble A7 au point x. 
1.40. M—{(x,, 2) ER KR | a+ < 1}, 
z=(0, 1}, T.M, TIM=? 
1.41, M={(r, 2) ER RE |zt+at 1}, 
= (0, 0), T.W, TIM =? 


1.42. 


1.43. 
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M={(e, &) ER? |2t= 29), &=(0, 0), TM =? 


L 


M={(es 2%) ER] ai & a3}, &=(0, 0), IT,M=? 


144. M={(n, &)ER a >}, = (0, 0), T.M =? 
1.45. M= {(a, 2) CR mm}, 2 (2, 5), T.M=? 
1.46. M={r=(x, ..., 2) ER at 1}, 

i=1 


1.47. 


1.48. 


1.49. 


1.50. 


1.51. 


1.52. 


1.53. 


1.54. 


=(l 0e O0Y TM? 


M={x—(x, mn) ER a? = 1}, 
Z— (Ti, ..., Tn), TM =? 
M={z(-)EC" (0, 1)) 1209 (6) = 209 (#)}, 
zEC"([0, 1]}} T,M=? 


(S) M={x(-)€C (10, 1}) | | sin 2 (0 dt=2/n} 


0 
z(f=nt, T,M=? 


M={x(-)EC([0, 11) | sinx(0)= cos x (1) = 0}, 

x (t) = nt/2, T,M=? 

M étant l’ensemble des nombres rationnels, T,M = 
Î { 

(S)M={0, À, DE CLRX) an à  — 


x=0, Ti=M? 
x 


M={0, 1, nn  . CR, 2=0, TiM=? 


TZ 
M={0, 1, ice ps CR, 2=0, TIM 


n! 
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$ 2. Problèmes différentiables 


2.1. Problèmes élémentaires. 
2.1.1. Position d’un problème différentiable élémentaire. Soit 


jf: R —R une fonction d’une variable réelle différentiable en une 
certaine mesure, c’est-à-dire présentant des propriétés de différentia- 
bilité déterminées. On appelle problème différentiable élémentaire 
sans contraintes le problème qui consiste en la recherche des extrémums 
de cette fonction : 

f (x) — extr. (3) 


Un problème sans contraintes analogue se présente lors de la 
recherche des extrémums d’une fonctionnelle f différentiable en 
une certaine mesure et définie dans un espace normé À. 

2.1.2. Règle de résolution. 

1. Formaliser le problème en le mettant sous la forme (3). 

2. Exprimer la condition nécessaire f” (x) = 0. 

3. Trouver les points stationnaires, c'est-à-dire les solutions de 
l'équation f’ (x) = (0. 

4. Chercher la solution parmi les points stationnaires ou montrer 
qu'il n’y a pas de solution. 

2.1.3. Théorème de Fermat. 

Théorème 1. Soit f une fonction d'une variable définie dans 


un certain intervalle contenant le point x et dérivable au point x. 


Dans ce cas, si le point x est un extrémum local de la fonction f, 
alors 


f (= 0. L (1) 
< Admettons que x € loc min f, mais f” (x) = « 0 et, pour 
fixer les idées, &« << 0. En posant £ — | & |/2, on va trouver à partir 


de la définition de la dérivée un Ô > 0 tel que, pour 0 << |hk | < 6, 
fé + =f(@)+aht+r(, Ir@I<Ial1k V2. 
Alors, pour 0 << h << Ô, on obtient 
f(c+h) = f(x) +ah+r(k) <f(x)+ah+ | |R/2 — 
—f (51 a 12 <} (x), 


c'est-à-dire x Ë loc min f. Le théorème est démontré par la contra- 
diction à laquelle on vient d'aboutir. Le théorème se démontre d'une 


façon analogue pour le cas où x E loc max j. D 
Théorème {’ (théorème analogue à celui de Fermat mais 
appliqué aux espaces normés). Soient X un espace normé, À € O (X), 


z EU,f:U —R et admettons que la fonctionnelle f soit dotée d’une 
variation selon Lagrange (elle est dérivable selon Fréchet) au point x. 
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Dans ce cas, si x € loc extr f, alors 
ôf (&, x) = 0 VrE X (f (x) = 0). (1°) 


< Si x € loc extr f, alors V x € X, le point zéro fournit un extré- 


def 
mum local de la fonction d'une variable: + (À; x) 


def 
— f(x + x). La définition de la variation selon Lagrange et la 


relation (1) donnent ôf (x, x) = 0. Etant donné que x est arbitraire, 
on aboutit à (1’). Si la fonctionnelle f est dérivable selon Fréchet au 


point x, c'est en ce point qu’elle présente une variation selon La- 
grange. Vu que x € loc extr f, la démonstration ci-avant indique 


que cette variation est nulle. Donc, f’ (x) — 0 par définition de la 
dérivabilité selon Fréchet (p. 1.4.1). D> 


Le théorème 1 montre que si le point x fournit un extrémum local 
d’une fonction dérivable de plusieurs variables : f: R? —R, toutes. 


les dérivées partielles de la fonction f au point x sont nulles, c’est-à- 
dire 


2.1.4. Problème élémentaire de programmation linéaire. Au $ 4, 
nous allons prendre connaissance des problèmes convexes l’une 
des sous-classes desquels est constituée des problèmes de program- 
mation linéaire. Ci-dessous sera examiné le problème le plus simple 
appartenant à cette classe. L'intérêt qu'il présente consiste dans. 
les conditions d’extrémum importantes qui surgissent dans les pro- 
blèmes aux inégalités: conditions de non-négativité et conditions de 
non-rigidité complémentaire. 

Le problème élémentaire de programmation linéaire se présente 
sous la forme : 


143 


at; inf, 4 >0,i=1, ...,n (X—R7),. (3} 
1 


Théorème. Pour qu'un point x — (x, re x) fournisse un 
minimum absolu dans le problème (3), il faut et il suffit que les con- 
ditions suivantes soient satisfaites: 


a) conditions de non-rigidité complémentaire a;x; = Ô, i—1,... 
er - 

b) conditions de non-négativité a; > 0, i—1, ...,n. 

La démonstration de ce théorème est tout à fait immédiate. 
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2.2. Problème différentiable en dimension finie avec contraintes 
égalités. r 

2.2.1. Position du problème. Soient f;: R°— R, i — 0, 1, ... 

.., M, des fonctions de # variables qui appliquent l’espace R” dans 


R. Le problème dans R" 
fo (x) —extr; fi(x)=0, i=1,.. ,m. (3) 


est appelé problème d’extrémum en dimension finie avec contraintes 
égalités. Dans ce qui suit, nous allons considérer que les fonctions }; 
sont dotées de certaines propriétés de différentiabilité. 

2.2.2. Règle de résolution. 

4. Former la fonction de Lagrange: 


(x = 2 Mfi() 
2. Exprimer la condition nécessaire : 


PU N=0<æ 2 Mfix, (2) = 0, ls: 


3. Trouver les points stationnaires, c'est-à-dire les solutions 
admissibles des équations indiquées au n° 2, auxquels les multipli- 
cateurs de Lagrange À,, À, ..., À, ne sont pas tous nuls. De plus, 
il est bon de considérer séparément les cas où À, = 0 et À, = 0. Dans 
le second de ces deux cas, on peut poser À, égal à l’unité ou à n’impor- 
te quelle autre constante positive, s’il s’agit d’un problème de mini- 
mum, et égaler cette quantité à —1 ou à n'importe quelle autre 
constante négative pour un problème de maximum. 

4. Chercher la solution parmi tous les points stationnaires ou 
montrer qu'il n'y a pas de solution. 

Remarque. Généralement parlant, la règle des multiplica- 
teurs de Lagrange appliquée aux problèmes avec contraintes égalités 
n'implique pas la différentiation des types d’extrémums et, après 
avoir établi que À, = 0, on peut poser À, égal à n'importe quelle 
constante différente de zéro. Pour les problèmes aux inégalités et 
aux inclusions, le signe de À, est essentiel. 

2.2.3. Règle des multiplicateurs de Lagrange. 


Théorème. Soient X — R', M EO (X), z EU, fi:UÙ —R, 
i = 0,1,..., m, des fonctions continûment dérivables dans l’ensemble 


QL (condition de différentiabilité). Alors, si x est un point qui fournit 
un extrémum local du problème (3), il existe un vecteur non nul À — 
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= (Ao, À, + + +, Âm) tel que 


La(&, D=0< LE ED Lo, T4. SE 


 DMfi(m=0. (1) 


i=0 
Dans la relation (1), la fonction de Lagrange pour le problème 


examiné est représentée par Z (x, À) — > Âif;: (x), alors que 


Âos Ms + + + Am Sont les multiplicateurs de enss 
< A) Désignons par À l'application linéaire de R° dans R"*? 
définie par la relation 


Ax=((fi(t), 2), es (fm (E), dis a 
fo (À) 1 dfm (2) 
-(à DE Lis .., D es 2). 
2—= 


L'un des deux cas indiqués ci-après est possible: 1) À applique 
R" dans l’espace propre Z de l’espace R+1; 2) À applique R° sur 
tout l’espace R7*1. 

B) Si c’est le premier cas qui a lieu, en vertu du lemme de l’an- 
nulateur dans un espace de dimension finie (p. 1.3.1), on trouvera 
des nombres À5, À, . . ., Àm qui ne sont pas tous nuls et tels que 


D hti=0 VyEL D (fi), 2 = 0, Vr CR, 


et le théorème est démontré. 
C) Nous allons montrer que le second cas est impossible. En effet, 
si l’image de À représente l’espace tout entier, le rang de la matrice 


A= (5e Ë 2er. .m qui correspond à cette application sera 
ÏJ l ji, . 


EL 
également égal à ml. (Cela découle directement du théorème 
d’algèbre bien connu sous le nom de théorème de Kronecker-Capelli.) 
Dans ce cas, suivant le théorème du rang, il existe un mineur d'ordre 
(m + 1) X (m + 1) de la matrice À, qui diffère de zéro. Pour pré- 
ciser, admettons que c’est le mineur constitué des premiers m + 1 
colonnes de la matrice A: 


0f0 (X) fo (x) 
021 OTm+1 

det ee + + + + —= det M=£ 0. 
Ofm (x) Ofm (x) 
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Posons 
D (x, .., Le) — (D, (Z:, .... Tux), ..., Dr (ti, .., Lnsa)) — 


Te (fo (4, ss Tmhis Tm+os Tn) — Jo (x), 
A A 
fi (t1, ®2;9 Tm+1) Tm+2) .., L:): ... 


A A 
D UT es Dis Loiss au, da) 


C3 An 
D applique un certain voisinage du point (x, ..., Zm+1) € R7*1 
dans R”*1et constitue (en vertu de la condition de différentiabilité- 
du théorème) une application continûment dérivable dans ce voisi- 
nage. Par ailleurs, 


det 0®; (T1, . 


° Em) 

i=0, ..., M 
j=1, ... ,Mm+1 
D'après le théorème sur une fonction réciproque (p. 1.5.3), on peut. 
exhiber un &, > 0 et une constante K >> 0 tels que V & € [—&,, &0l.. 
l’on ait un vecteur (x, (e£), . . ., Zm+1 (£)) pour lequel 


D(r + (e), Luis Lmti + Tm+1 (E)) = (E, 0. 40e 
fo (Gi +x, (E), ..., m4 + Tm+s (8), Ds: ….s Tn)— fo(t)=E, 


fifi (e), ..., TCm+i + Tm+4 (8), Tm+es ++, Tn) 0, 
Le l; 304 M; 
m+1 
et, de plus, (> x? (e))*/? < K |e]. En partant des relations ci-des- 
i=1 
sus, il est immédiat que le vecteur (x, + x (e),.. ., Xm+1 + Xm+1 (€), 
Tm+9r + + + Tn) St un vecteur admissible dans le problème (3) et 


A « A 
que le vecteur (x,,...,x,) — x ne fournit pas un extrémum du pro- 
blème, car, dans son voisinage, on trouve des vecteurs admissibles. 
qui assurent à la fonctionnelle des valeurs supérieures et inférieures. 


A 


à fo (x). > 


Remarque. De la relation (1) il résulte que si les vecteurs 
f, (x), ..., fm (x) sont linéairement indépendants, alors À EU. 


2.3. Problème différentiable aux égalités et inégalités (cas géné- 
ral). 

2.3.1. Position du problème. Soient X, Y des espaces normés.. 
FX —Y,f;: X —R,i—=0,1,...,m. On appelle problème diffé- 
rentiable aux égalités et inégalités un problème de la forme 

fo(x)— inf; F(x)=0, f;(x) < 0, i=1,..., m, (3} 
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si l’application F et les fonctionnelles jf; sont dotées de certaines pro- 
priétés de différentiabilité. 

2.3.2. Règle de résolution. 

1. Former la fonction de Lagrange: 


(a. y = 2 Mfi(e)+(u*, (2), 


OÙ Y* EYE, À = (A, ..., Âm) Sont les multiplicateurs de Lagrange. 
2. Exprimer les conditions nécessaires : 
a) de stationnarité : 


Lee Ur, = 0e D Mfi (6) (F' (EEE = 0, 


où (7 (x))* est l’opérateur adjoint de l'application 7” (x) : X —Y: 
b) de non-rigidité complémentaire : 


hf; (x) =0, i— 4, ss M, 
c) de non-négativité: 
MZz0, i—0,1,..., m. 


3. Trouver les points critiques, c’est-à-dire les points admissibles 
qui satisfont aux conditions nécessaires indiquées au n° 2, où les 
multiplicateurs de Lagrange À et y* ne sont pas simultanément égaux 
à zéro. Il est utile en outre d'examiner séparément les cas où À, = 0 
et Ào Æ 0. Pour le second de ces deux cas, on peut poser À, égal à 
l'unité ou à une constante positive quelconque. 

4. Chercher la solution parmi les points critiques ou montrer 
qu'il n’y a pas de solution. 

2.3.3. Conditions nécessaires pour l’extrémum. 

Théorème. Soient X, Ÿ des espaces banachiques (condition 


d'appartenance aux espaces de Banach), U € © (X), x EU,F: U—+Y, 
fi: +R, f:E SD (x, i=0,1,...,m, FE SD (x, Ÿ) (condition 
de différentiabilité) et F° (x) X fermé dans Y (condition de régularité 
affaiblie). 

Alors, si x est un point d'extrémum local dans le problème (3), il 
y a un vecteur À € R”*l et une fonctionnelle y* € Y* non égaux simul- 


tanément à zéro et tels que les conditions: 
a) de stationnarité: 


LR, 5, D=0æ L Mi (2) + (EF (r))* y = 0; 


VA 
IS 
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b) de non-rigidité complémentaire : 


Mfi(t)=0, i=1, ..., m: 


c) de non-négativité : 


soient satisfaites. 
< On peut considérer que f, (x) — 0; autrement, on n’a qu’à 


considérer la fonction fo (x) = fo (x) — fo (x). Si f; (x) 0 pour 
{ Li m, alors on néglige cette contrainte vu que, pour un extré- 
mum local, les contraintes f; (x) << O0 ne sont pas essentielles. On 
peut donc considérer que les conditions de non-rigidité complémen- 
taire sont déjà remplies. 

A) Cas dégénéré. 


Si Im 7” (x) est le sous-espace propre Ÿ, alors, en vertu du lemme 
sur la non-trivialité de l’annulateur (p. 1.3.1), il existe une fonction- 
nelle y*E Y*, y* 0, telle que (y*, y)—0 VyE Im’ (x) 
 (y*, F'(x) xl) =0 Vre (F' (x))* y* = 0. Il ne reste qu’à 


poser À; = 0,j = 0,1,...,m, pour nr à l’assertion du théorè- 
me. 


B) Supposons que F" (x) applique À sur Ÿ 


tout entier, c'est-à-dire Im} (x) = 
Posons pou 0<k<m, 


A, ={x | (f; (x), AP 0, 1h kdl... My (x) [x] = 0}. 
Il est immédiat que AS A4,€...CAm 


Lemme 1 (fondamental). Si x € loc min 3, alors 
A, est un ensemble vide. 


< < Supposons vrai l'inverse, c’est-à-dire A4, ©. Dans 


ce cas, il existe un vecteur & € Ker F” (x) pour lequel (f: (x), ci 
= Bf;<O0, i = 0, 1, ..., m. Suivant le théorème de Lusternik 
(p. 1.5.3), il existe une application r: [—x, &«] = X (« > 0) et un 
nombre ÆX tels que 


F(x+hE+r(A)=0 VAE[—&, al, (1) 
Ir OS ÆIF (G+AE —F (x) | = ÆITAF' (œ) [+ 0 (à) [= 0 (4). 
Pour des À >> 0 petits, on a, pour i = 0, 1,..., m, les inégalités 


(a+ tr (A))= (2) HAE (E), D +o()=MB+o()<0. (1) 


4—0643 
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Les relations (1) et (1;), i — {,..., m, montrent que, pour des 
À > 0 petits, x + ÀËE + r (À) est un élément admissible dans le 
problème (3). Mais, dans ce cas, l'inégalité (1,) contredit le fait 


que æElocminz. D 
C) Lemme 2. Si A» est un ensemble vide, alors le principe 


de Lagrange est valable pour le problème (à). 
def A A 
< < Etant donné que Ay= {x | (fn (x), x) << 0, F" (x) [xl = 0} 
est un ensemble vide, alors (fn (x), x) = 0 pour tout x € Ker F” (x), 
c'est-à-dire jf (x) € (Ker F (r))+.. Vu que, suivant le lemme de 
l’annulateur du noyau d'un opérateur régulier (p. 1.3.4), (Ker F’(x)}: — 
= Im (7 (x)}*, il existe un y* € Y* pour lequel 
fm (æ) + (EF (x))* y = 0. 
On vient d'obtenir la condition de stationnarité de la fonction de 
Lagrange 
Pr y, d'avec =: = ke 0 SR LD 
De cette façon, de B) et C) il résulte de deux choses l’une : ou bien 
le principe de Lagrange est déjà fondé (4,, — Z), ou bien 
34%, 0OLk<m: Az = D, Apr Æ À. (2) 
D) Lemme 5. Si les relations (2) sont réalisées, alors x =0 
est La solution du problème suivant : 
(fé (x), t)— inf; (fi (æ), 2) KO, i=k+1, ..., m, 
F'(&)Iæ]=0. (3) 
< < Supposons fausse l’assertion du lemme. Dans ce cas, on 
trouvera un élément n tel que {f; (x), n)<0,i=k+1,...,m, 
F' (x)[nl = 0, mais on aura (fx (x), n) < 0. Soit £ un élément 
appartenant à Az+,, c'est-à-dire (f; (x), 8) <0,i=k+1,...,m, 


F"° (x) [El — 0. Alors, pour un € >> 0 petit, l'élément n + &ë appar- 
tient à À,, ce qui est en contradiction avec (2). E 

E) Conclusion de la démonstration. Appli- 
quons au problème (3) le théorème de Kuhn-Tucker (p. 4.1.3), en 
tenant compte du fait que la condition de Slater est vérifiée pour ce 
problème (Ax:, étant non vide). D’après ce théorème, on pourra 
trouver des nombres non négatifs À = 1, A+, . .., À.m tels que le 
principe du minimum 


min Z(x, À)=£(x, )=0 


xE Ker F’(x) 
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soit vérifié pour la fonction de Lagrange du problème (3) L (x, À) = 
m 


= à A (x), x) au point z—0. 
ik 
De la relation ci-dessus il résulte que 2 (x, À) — 2 Mfi (x), x) — 


—0 pour tout xE€ Ker F (x), c’est-à-dire > Mif:( x) € (Ker F’ (x))2 . 


Etant donné que d’après le lemme sur |’ ds du noyau d’un 


opérateur régulier, (Ker 7” (x))+ — ]m (7 (x))* ,ilexiste un y* € Y* 
pour lequel 


D, Jui (2) + (F' (E))* y* = 0. 


Mais c’est là la condition de stationnarité de la fonction de 
Lagrange £ (x, y*, À) si l’on pose À, =... — As, = 0. 

Remarque. De la démonstration du théorème il résulte que, 
si Im 7 (x) — Y :(c est-à- dire si F est régulier en x) et s’il existe 


un élément À È Ker 7’ (x ) pour lequel (jf: (x), h)<0,i—1, ,m 
(disons que c’est une condition analogue de celle de Slater), ‘alors 
à, 0 et l’on peut donc poser À = 1. 

Au sujet de la démonstration ci-avant, consulter également 
p. 4.4.1. 


2.4. Exemples. 

Exemple 1. f(x) = ax° + bx + c —extr (a = 0). 

Solution. 1. Appliquons la règle de résolution des problèmes 
différentiables sans contraintes (p. 2.1.2). 

2. La condition nécessaire est constituée par le théorème de Fer- 
mat: f(x) = 0 > 2ax + b = 0. 

3. æ = —b/(2a) est un point stationnaire. 

4. Si a > 0, alors f (x) — +o pour | x | — oo. D'après le corol- 
laire du théorème de Weierstrass (p. 1.2.1), le problème admet une 
solution. En vertu de l’unicité du point stationnaire 


T= — b/(2a)Eabs min, Sin —=c—0?/(4a), Sax = + oo. 
D'une façon analogue, 


a 0=x= —b/(2a)Eabs max, S,, —=c—b?/(4a), Siin = —%e 

Exemple 2. xi+x, —extr; 2 +a=tf. 

Solution. 1.On applique la règle de résolution des problèmes 
différentiables avec contraintes du type égalités (p. 2.2.2). La fonc- 
tion de Lagrange sera £ = Ào (x? + 25) + À (xt + 2 — 1). 

4% 
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2. La condition nécessaire s’écrira 
Le — 0 <> Àot: + 214%) == 0, ÀoTe + DA NE —= 0. 


3. Si À = 0, alors À, = 0, et des équations antérieures il découle 
que le point Ti = Ti — 0 n’est pas admissible. On pose ko "1, 


Alors z, = 0, ts = +1, ou z, = 0, 2 = +1, où 2 # 0, n # 0, 


par conséquent, T° = 7 = — 1/2), c'est-à-dire | x, | = [Im | = 


—— 9-1/4 

4. D'après le théorème de Weierstrass, les solutions des problèmes 
de minimum et de maximum existent. En considérant les valeurs 
de la fonctionnelle aux points stationnaires, on obtient 


S'nin = 1 {(H 1, 0), (0, + 1)}E abs min, 


Sinax = V2, {(H2706, + 9-44), (HE 9-14, Æ 9-1/4) € abs max 
Exemple 3 x+rx+as inf; 244—2% +3 59, 
Li Lot ts= d 
Solution. 1. On applique la règle de résolution des problèmes 


différentiables avec contraintes du type égalité et inégalité (p. 2.3.2). 
La fonction de Lagrange s’écrira : 


L= ho (ri + ts + ls) + (2ti — de + Ts —5) + (ri + To + Ts —3). 


9. Conditions nécessaires : 
a) de stationnarité 


Lu =0 2h +2 + =0, 
Lx 0 > 24089 + 9 — y = 0, 
Lx, =0 = 240%3 + ko + M = 0; 


b) de non-rigidité complémentaire À, (2x, — xs + za — 5) = 0; 
c) de non-négativité À, > 0, À, > 0. 
a 


8. À = 0—=A = À = 0, donc tous les multiplicateurs de 


b) 
Lagrange sont des zéros. Posons À, = 1/2. Supposons que À, = 0 = 
b 


= 22, — to + z3 — 9 = 0. En exprimant x,, x, et x; de la con- 
dition a) par À, et À, et en les portant dans les équations x, + x, + 
L rs = 8, 2x, — x + z3 — 5 = 0, on obtient À, — —9/14 <O, 
ce qui contredit la condition c). Soit À, = 0. Alors x, = x, = x3 = 1 
est un point critique. 

4. La fonction f (x) = x} + x; + x5 tend vers +oco pour | x | + 
— —+o, ce qui signifie, d’après le corollaire du théorème de Weier- 
strass (p. 1.2.1), que le problème admet une solution; en vertu de 
l’unicité d’un point critique, la solution ne peut être fournie que 


par ce point. Donc z — (1, 1, 1) E abs min, Spin = 5. 
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Exemple 4. (Ax, x)—inf; (x, x)—=1(x€eR", 4A— (a;5)? j=A 
est une matrice symétrique). 
Solution. 1. L'existence de la solution x est évidente d’après 


def 
le théorème de Weierstrass, car la sphère SI ={xeR"]|]xl?— 
def 
— (x, x) = 1} est compacte. La fonction de Lagrange sera 


L = o(AT, +) + (x, x). 
2. Condition nécessaire : 
Latx, Ag M)=0< 4x +Mr=0, À > 0. 


3. Si Ào = 0, alors À, Æ 0, ce qui signifie, conformément aux 
équations du n° 2, que x = 0; cela contredit l’équation de condition 


(x, x) = 1. Posons À, = 1. Dans ce cas, Ax — —À,x. De cette façon. 
la solution est donnée par le vecteur propre de la matrice À. 

4. En multipliant la relation Ax = —4À,x par x, on obtient 
5, — —},; autrement dit, la solution du problème de minimum 
sera fournie par le vecteur propre de la matrice À correspondant à 
la valeur propre la plus petite. 


2.5. Conditions nécessaires d’ordres supérieurs. Conditions suffi- 
santes. 

2.5.1. Cas unidimensionnel dans le problème sans contraintes. 

Théorème 1. Soit f une fonction d'une variable définie dans 


un certain intervalle contenant le point x et deux fois dérivable au 
point x. 

Conditions nécessaires d'extrémum. Si x 
fournit un minimum (maximum) local de la fonction f, alors 


f'(x)=0, f(x) > 0 (F”(&) & 0). 
Conditions suffisantes d'’extrémum. Si 
f ()=0, f(#)>0 ( (&)<0), 


alors x est un point de minimum (maximum) local pour la fonction f. 
< Nous allons démontrer ce théorème pour le cas d’un minimum, 
la démonstration relative au maximum étant analogue. 
De la définition d'une double dérivabilité, il résulte que 


fleta)=f(a)+f @ xt f" (@) +7 (x), (1) 


r(x)/x2— 0 pour x—0 


54 PROBLÈMES AVEC CONTRAINTES [CH. I 


Nécessité. Etant donné que x € loc min f, on a en premier 


lieu, d’après le théorème de Fermat (p. 2.1.3), f’ (x) — 0; en second 
lieu, il existe un Ô > 0 tel que de l'inégalité | x | < Ô il résulte 


{ G& + x) — f (x ) > 0. C’est pour cela que de la formule ({) on tire 
f(x+x)— f(x) — 7 f (@a+r (x) >0 pour |z| <6. 
D'où 


f" (x) = lim {69 IE » 0, 
x—0 - 
Suffisance. Choisissons ô tellement petit que dans le déve- 
loppement (1) on ait |r(x)]| <+f (x) x? pour [æ | < Ô. Alors, 


en vertu des conditions d (x) — 0 et f” (x) > 0, on obtient 


f(x+ x) — f (x) — f” f" (à) L?+r (x) > pu L pr (x) x? => (. 


Donc x € locminf. [> 
Dans le cas unidimensionnel, on peut présenter une analyse pres- 


que exhaustive de la question si le point donné x est ou non un point 


d’extrémum local. 
Théorème 2. Soit f une fonction d'une variable définie dans 


un certain intervalle contenant le point x et n fois dérivable au point x. 
Conditions nécessaires d'extrémum. Si au 


point x la fonction f présente un minimum (maximum) local, alors ou 
bien f(x) =...—= {9 (x) = 0, ou 
f'(E)= = fe0 (x) = 0, F0 (2) > 0 (PM (2) <O0) (1) 
pour un certain m>1,2m<n. 
Conditions suffisantes d'extrémum. Si la 


condition (1) est satisfaite, x est un point de minimum (maximum) local 
de la fonction f. 


< Une fonction n fois dérivable en un point x peut être développée 
suivant la formule de Taylor de la a suivante : 


j(a+z)— > IQ zh tr (0), 


r (x) 


=. ——0 pour x — 0. 
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Nécessité. Pour n — 1, la condition nécessaire d’extrémum 
découle du théorème de Fermat (p. 2.1.3). Supposons maintenant 


n >> 1. Dans ce cas, ou bien f (x) is Le (x) — 0, ou f' (x) — 


= ,,, = f0-0 (x) = 0,0 (x) L0,1Ln. La quantité / peut être 
ou impaire, ou paire. Dans le premier cas, posons œ (Ë) = 


—j(r+ VE), ÉER. Alors 
p (E)=f CEE se) LERl LR (NE) 


SE Lo i 


est une fonction dérivable au point zéro. Vu que x € loc min f, alors 


0 € loc min ç. D’après le théorème de Fermat, œ’ (0) — f® (x)/Il! — 
— 0. La contradiction à laquelle on est arrivé montre que ! doit 
être paire: { — 2m. Pour cette raison, de la formule de Taylor on 
obtient 


+2) —f (2) = LÉ am + re (2) 


r'(x)/x2% = 0 pour x —+0. 
Etant donné que jt?” (x) 0, on conclut que (2 (x) > 0 
pour x € loc min f et f(27) (x) <0 pour x € loc max f. 
Suffisance. Vu que f(x)=...=f2"-1) (x) —0, f2"M (x) ÆO, 
la formule de Taylor donne 





f (+2) — 7 (0) = ET on +», (2), 
ra (t)/x?" —# 0 pour z—0. 


Par conséquent, si f(27) (x) > 0, alors f(x+x)— f(x) >0 pour des x 
suffisamment petits, c’est-à-dire x € loc min f; si f(2") (x) << 0, alors 
f(x+x) — (x) 0 pour des x suffisamment petits, c’est-à-dire 
zElocmaxf. > 

2.5.2. Problème sans contraintes (cas général). 

Théorème. Soient X un espace normé, U = © (x, X), f: 
U —R, f € D? (x). 

Conditions nécessaires d'extrémum. Si x € 
€ loc min (max) f, alors 


f'(&)=0, j'a, 21>0 (f(x, 210) VreX. 
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Conditions suffisantes d'extrémum. Si 


A 


f &) = 0 et 
f'(x)lx, al>al|xll? (/"(&)lx, xl —allz|?) VreX (1 


pour un certain à >> 0, alors e loc min (max) f. 
< Suivant la formule de Taylor (p. 1.5.3), 


f(x) = f(2)+f (0) al+ + j'le, al+r (@), 
Ir (@) = 0 (x 1). 


Nous allons démontrer ce théorème pour le cas d’un minimum, 
la démonstration relative au maximum étant analogue. 


Nécessité. Etant donné que x € loc min f, il résulte en 
premier lieu, d’après le théorème de Fermat (p. 2.1.3), que f' (x) = 
= 0; en second lieu, f (x + x) — f (x) > 0 pour des À suffisam- 


ment petits. Pour cette raison, en vertu de la formule de Taylor, 
on à 


j +0) —f (= fe, a1+7 (2) > 0 


pour des À petits. D'où f” (x) [x, x]>0 Vre x. 
Suffisance. Etant donné que j' (x) — 0, on a, d’après la 
formule de Taylor et en vertu de la condition f” (x) [x, xl > «& || x |, 


fa+a—f(@= sf le 21+r > le l2+r (2) >0 


pour des x suffisamment petits. Par conséquent, x € loc min jf. 

La définissabilité non négative de la dérivée seconde pour les 
fonctions de n variables signifie en même temps la définissabilité 
0?{(a) 
Ôx;0x; 
condition de stricte positivité (négativité) de la dérivée seconde selon 
Fréchet de la fonctionnelle f. 

Signalons que dans les espaces de dimension finie la condition de 


A 


0?j(x) 
0x;0x ; 





non négative de la matrice | . La condition (1) est appelée 





définissabilité positive de la matrice É c’est-à-dire la 


condition 





A 0j (2) ï 
2 RE hh,> 0 Vh={h, ...,h)ER", hÆO, 


î, = 
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garantit la positivité stricte de la différentielle seconde (cela veut 
dire qu’elle constitue une condition suffisante de minimum au point. 
stationnaire). Ce n’est pas le cas pour les espaces de dimension 
infinie (un exemple est donné dans [ATF]). 

La définissabilité positive et négative de la matrice est établie 
à l’aide du critère de Sylvester. 

Théorème (critère de Sylvester). Une matrice À est définie 
positive (négative) si, et seulement si, tous ses mineurs principaux det À», 
où Ar = (@)i,3=1, k = 1,...,n, sont positifs ((—1)° det 4, > 0, 
RS RE 

La démonstration de cette assertion est donnée au p. 12.1.2. 

2.5.3. Problème différentiable avec contraintes du type égalité. 


Théorème. Soient X un espace banachique, UE O (x, X), 
fi: U—R, jf, ED? (x) NA SD (x), i — 0, 1, ..., m, les vecteurs 
É (x), i—1,..., m, étant linéairement indépendants. 

Conditions nécessaires d'extrémum. Si x E 
€ loc min 3; dans le problème 


fo (x) — inf; Ji (x) = 0, l — À .., M, (a} 


m 
alors, pour la fonction de Lagrange £ (x, À) — D A: (x), on pourra 
i=0 
exhiber un vecteur À = (1, À,, . . ., Àm) tel que 
Lam N)=0, Lax(r Mr, 120 


VrEL={reXl{fi(x),æ)=0 i=1,...,m} 


Conditions suffisantes d'extrémum. S’ü y 
a un vecteur À = (1, À, . . ., Âm) tel que la relation (1) soit satisfaite. 
et que, pour un certain à& >> 0, 


Lx Nr xl>allxl? VreL, x0 


alors x € loc min 3. 
(Pour un résultat plus général, cf. [ATF] et plus loin, p. 4.4.5). 


2.6. Exemples. 

Exemple 1. f(x, te) = x + 25 — (x + 22) — extr. 

Solution. 1. Il est évident que Sy,; = —+oo, alors que le: 
corollaire du théorème de Weierstrass montre que le problème admet 
un minimum. 

2. La condition nécessaire est donnée par le théorème de Fermat : 
f am) =0 2% = x +au, 2 = 2 + x. 

3. En résolvant ces équations, on trouve les points stationnaires: 


(0, 0), (1, 1), (1, —1). 
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4. Ecrivons les matrices des dérivées secondes en ces points: 
PS 2 . 2 72 RE 
A6 (ef ne 
CERTA —2  12:3—2 


+ A=4(0,0)=[ 75 7], 





10: 
Ay=A(1,1)=A4(—1 —1)=| 7 ne 
La matrice —À, est définie non négative, ce qui veut dire que le 
point (0, 0) satisfait à une condition nécessaire de maximum de second 
ordre. Toutefois, l'examen direct de la fonction f au voisinage de 
ce point montre que (0, 0) é loc extr. La matrice À, est définie posi- 
tive, donc, en vertu de la condition suffisante, les points (1, 1) et 
(—1, —1) sont des points de minimum local. Etant donné que le 
minimum existe, ces points fournissent également un minimum 
global. 
Réponse. (0, O)é loc extr; {(1, 1), (—1, —1)} € abs min. 
Exemple 2 f(x) —=(Ax, x) +(b, x) +c—extr (4 = 
— (a;;);;=1 est une matrice symétrique inversible). 


Ici, il n’y a qu’un seul point stationnaire : f” (x) 0 Ar + b= 
0 = x ——A-tb, En utilisant les conditions suffisantes, on a 
f” (x) [k, h] — 2(Ah, h). Cela signifie que pour la vérification de la 


relation x € loc min, il est nécessaire que la matrice À soit définie 
non négative (4 => 0). Mais d’après la condition formulée, la matrice 


A est inversible, c’est-à-dire x € loc min = À > 0. D'autre part, 

si À > 0, alors, pour un certain &œ > 0, (4x, x) > «& || x |, donc 
lim f(x) = co. Dans ce cas, en vertu du théorème de Weïierstrass, 
[1x] 1 00 

il y à un minimum et, par conséquent, x € abs min. D'une façon 


analogue, on montre que x E abs max > À <0. 


2.7. Sur la méthode de Newton. Pour résoudre un problème 
sans contraintes, il faut trouver les points stationnaires, c'est-à-dire 
qu'il faut résoudre l'équation F” (x) = 0. Un excellent procédé de 
résolution des problèmes de ce genre a été proposé par Newton. C’est 
une méthode récurrente qui implique, pour une fonction numérique 
F: (a, b) —R, la recherche des approximations successives d’après 
la formule 


ni = Tn — (EF (mn) F (mn), R > 0, (1) 
où, pour l’approximation zéro, on prend un certain point x, situé à 


proximité de la racine x. Le sens géométrique de cette méthode est 
illustré par la figure 4. 
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La méthode de Newton peut être appliquée aux équations dans 
les espaces de Banach. Pour réaliser l'application F du voisinage 4 
de l’espace banachique X dans l’espace banachique Ÿ, on peut écrire 
des relations absolument analo- 
gues aux relations (1), tout en 
ayant en vue que par (7° (x,)) ! 
on désigne un opérateur inverse 
de l’opérateur F” (x,). Toutefois, 
dans le cas en dimension infinie, 
le calcul de (7° (x,)) ! constitue 
habituellement une opération as- 
sez pénible, ce qui incite à faire 
appel, pour la résolution des 
équations opératorielles, à la mé- 
thode de Newton modifiée (c’est 
également valable pour le cas en 
dimension finie). La modification Fig. 4 
introduite consiste dans le fait 
qu'au lieu de la suite (1), on considère la suite définie par la formule 


Tati = En — (F7 (EN) F (x), n > 0 (2) 


Cette expression ne contient qu’un seul opérateur inverse (F” (£,))"!, 
£, EL. La méthode de Newton modifiée a été utilisée pour la dé- 
monstration du théorème de Lusternik. Pour plus de détails sur la 
méthode de Newton, cf. [KFI. 





Problèmes 


Résoudre les problèmes 2.1 à 2.20. 

2.1. 2? — xy + y? — 2x + y —extr. 

2.2. xy + 90/x + 20/y —+ extr. 

2.3. x? — y° — 4x + Gy —- extr. 

2.4. 52? + 4xy + y? — 167 — 12y —+ extr. 
2.5. 3x? + 4xy + y? — 8x — 12y —+ extr. 
2.6. à + as + ts — rite + di — 273 —extr. 
2,7. Brita — Tito — Mt + exir. 

2.8. 4x + 3y —extr; x? + y? = 1. 

2.9. x? + y? —extr; 3x + 4y = 1. 

2.10. eŸ —extr; x + y = 1. 

2.11. 52° + 4xy + y? —extr; x + y = 1. 
2.12. 32° + 4xy + y? —extr; x + y = 1. 
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2.13. xy°2$ — extr; x ty +z =. 
2.14. xyz —extr; a y += 1, x +y +z= O0. 
2.19. xyz —extr; a? +y? +z<1. 


n n 
2.16. D x—extr; à ati. 


n n 
217. D'ai—extr: D» r<1. 
i=1 


2.18. 22° + 2x, + 4x, — 3x3 — extr; 8x — 32 + 3x3 K 40, 
—2% + Lo — La = — 3, to > (0. 

2.19. es — 2x, — 2x, —extr; x +m Li, 2 >0, & >0, 

2.20, 325 — 1x, — 3ro — 23 — extr; 2 — To + xs + 70 
Dh T de Te 2% 0. 


2.21. (S) Diviser le nombre 8 en deux parties de façon que le 
produit de leur produit par leur différence soit maximal (problème 
de Tartaglia) *). 

2.22. Trouver le triangle rectangle d’aire maximale si la somme 
des longueurs des côtés de l’angle droit est égale à un nombre donné 
(problème de Fermat). (En 1638, Fermat s’est servi de ce problème 
pour illustrer sa méthode de recherche des minimums, c’est-à-dire 
son théorème.) 

2.23. Trouver sur le côté BC d'un triangle ABC un point E 
tel que le parallélogramme ADEF, dont les sommets D et F se 
trouvent respectivement sur les côtés AB et AC, soit d’aire maximale 
(problème d’Euclide). (C'est le seul problème d’extrémum rencontré 
dans les « Eléments » d’Euclide.) 

2.24. Par un point situé sur une face fixée d’un tétraèdre, on fait 
passer des plans parallèles aux trois autres faces. Choisir le point 
en question de façon que le volume du parallélépipède ainsi obtenu 
soit maximal (problème d’Euclide généralisé). 

2.25. Problème du polynôme de Legendre du second degré: 


1 
\ (+ rit a)? dt inf. 
1 
2.26. Problème du polynôme de Legendre du troisième degré: 


1 
\ (85 Lait at + x)? dt — inf 
1 


*) Les solutions des problèmes précédés de (S) sont données dans la divi- 
sion « Réponses, indications et solutions » à la fin du livre. 
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2.27. Parmi toutes les variables aléatoires discrètes qui prennent 

n valeurs, trouver celle d’entropie maximale. (On appelle entropie 

d’un ensemble de nombres positifs p,,.. ., p, dont la somme est égale 
ñn 


à l'unité le nombre AH 2 pi ln p:.) 


= 

2.28. Trouver la loi qui régit la réfraction d’un rayon lumineux 
sur la surface plane de séparation de deux milieux homogènes en 
utilisant le principe de Fermat selon lequel la lumière met le mini- 
mum de temps pour passer d’un point à l’autre. 

2.29. Inscrire dans un disque le rectangle d’aire maximale. 

2.30. Inscrire dans un disque le triangle d’aire maximale. 

2.31. (S) Trouver parmi les cylindres inscrits dans une boule 
unité celui de volume maximal (problème de Kepler). (La position 
et la solution géométrique de ce problème sont dues à Kepler qui 
les a exposées dans son ouvrage « Stéréométrie des tonneaux de vin » 
paru en 1615.) 

2.32. Inscrire dans une boule unité le cône de volume maximal. 

2.33. Parmi les cônes inscrits dans une boule unité, trouver celui 
dont la surface latérale est maximale. 

2.34. Inscrire dans une boule unité de l’espace R” le cylindre 
de volume maximal *) (problème de Kepler généralisé). 

2.35. Inscrire dans une boule de l’espace R" le parallélépipède 
de volume maximal. 

2.36. Inscrire dans une boule unité de l’espace R” le cône de 
volume maximal. 

2.37. Inscrire dans une boule à trois dimensions le tétraèdre de 
volume maximal. 

2.38. (S) Inscrire dans une boule de l’espace R” le simplexe de 
volume maximal. 

2.39. Parmi les triangles d’un périmètre donné, trouver celui 
dont l'aire est maximale. 

2.40. Parmi tous les n-gones ayant le même périmètre, trouver 
celui d’aire maximale (problème de Zénodore). 

2.41. Inscrire dans un disque le n-gone d’aire maximale. 

2.42. (S) Sur le diamètre AB d’un disque unité, on donne un point 
E par lequel passe la corde CD. Trouver la position que doit occuper 
la corde pour que le quadrangle ACBD soit d’aire maximale. (Ce 
problème a été proposé aux écoliers participant à l’Olympiade des 
mathématiques de l’ U.R.S.S. de 1980 à Saratov.) 


*) Il y a différentes manières de formalisation des problèmes 2.34 et 2.36 
liées à l’interprétation l’on donne aux termes « cylindre » et « cône ». 
Dans la suite, par un cylindre dans R*, on entendra le produit d’une boule 
à (nr — 1) dimensions par un segment orthogonal ; par un cône dans R?, l’enve- 
loppe convexe d’une boule à (n — 1) dimensions et d’un segment qui lui est 
orthogonal,. 
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2.43. Dans un triangle, trouver un point tel que la somme des 
rapports des longueurs des côtés à la distance de ce point aux côtés 
correspondants soit minimale. (Ce problème a été proposé aux éco- 
liers participant à l’'Olympiade internationale des mathématiques 
de 1981 à Washington.) 

2.44. (S) Inscrire dans un disque le triangle dont la somme des 
carrés des côtés est maximale. 

2.45. (S) Soient un angle et un point qui lui est intérieur. Mener 
par ce point une droite qui coupe les deux côtés de l’angle donné 
en déterminant ainsi le triangle d’aire minimale. 

2.46. (S) Les conditions du problème 2. 45 étant les mêmes, trou- 
ver le triangle de périmètre minimal. 

2.47. Trouver l’aire maximale d’un quadrangle dont les côtés 
sont donnés. 

2.48. (S) Parmi les segments de boules ayant la même surface 
latérale, trouver celui dont le volume est maximal (problème 
d’Archimède). 

2.49. Sur une droite donnée, trouver un point C tel que la somme 
des distances de ce point aux points À et B soit minimale (problème 
de Héron). 

2.50. Parmi tous les tétraèdres de base et de hauteur données, 
trouver celui de surface latérale minimale. 

2.51. Parmi tous les tétraèdres de base et d’aire de la surface 
latérale données, trouver celui dont le volume est maximal. 

2.52. Parmi tous les tétraèdres d’aire de la surface donnée, trou- 
ver celui de volume maximal. 

2.53. Soient x,, x, et x, trois points d’un plan. Trouver un point 
x, tel que la somme des carrés des distances de ce point aux points 
Li, Lo, Xs Soit minimale. 

2.54. Dans l’espace R” on donne À points: x,, ..., xn et NW 
nombres positifs : m,,...,mn. Trouver un point x, tel que la somme 
des carrés des distances séparant ce point des points x, ..., xy 
avec les poids m; soit minimale. 

2.55. Résoudre le problème 2.54 sous condition que le point 
cherché x, appartienne à la boule unité. 

2.56. Résoudre le problème 2.54 sous condition que le point 
cherché se trouve sur la sphère unité. 

2.57. Trouver la distance d’un point à une ellipse. Combien de 
normales peut-on mener d’un point à une ellipse (problème d’Apol- 
lonius) ? 

2.58. Résoudre le problème d’Apollonius pour une parabole. 

2.59. Résoudre le problème d’Apollonius pour une hyperbole. 

2.60. Trouver la distance d’un point appartenant à l’espace R” 
à un hyperplan. 

2.61. (S) Trouver la distance d’un point à un hyperplan dans 
un espace de Hilbert. 


& 2] PROBLÈMES DIFFÉRENTIABLES 63 


2.62. Trouver la distance d’un point appartenant à l’espace R? 
à une droite. 
2.63. Trouver le minimum de la fonctionnelle linéaire Z (x) — 


n 
= D a;x; sur la boule unité. 


ii 

2.64. Inscrire dans l’ellipse x?/a? + y?/b? — 1 lerectangle d'’aire 
maximale dont les côtés sont parallèles aux axes de coordonnées. 

2.65. Inscrire dans l’ellipsoïde x?/a? + y?/b? + z?/c? = 1 le paral- 
lélépipède rectangle de volume maximal dont les arêtes sont parallè- 
les aux axes de coordonnées. 

2.66. Trouver sur l’ellipsoïde x?/a? + y?/b? + z?/c? = 1 le point 
le plus éloigné de l’origine des coordonneés. 

2.67. (S) Montrer que l'inégalité les moyennes exponentielle 

n 1/p n 1/q 

d'ieir PEL 
i=1 


i=1 
n <\ n 
—0 <pLIL CO, pÆ0, qÆ0, 


, 


est vérifiée. 
2.68. Montrer que l’inégalité 


n n 
(2 1e PES 1e VA, O<g<p<o, 
îi—= i= 


a lieu. 
2.69. Montrer que l'inégalité entre la moyenne arithmétique et. 
la moyenne géométrique 


2 
(II ri) ee Vz,==0, i=1,::4n 
i=1 
est vérifiée. 
2.70. (S) Prouver l'inégalité de Hôlder: 
n ñn n 
>\ 17 1/ { { 
> ma <(Y EL “2 | a; r) ". da 1< D. 
i=1 ii i=1 
2.71. Prouver l'inégalité de Minkowski: 
n n ñn 
(Etat PYP<(2 La PP + C2 1 ve RE, 
i= îi— i= 
1< p. 


Résoudre par la méthode de Newton les équations à point initial 
zx, donné, proposées dans les problèmes 2.72 à 2.76. 
2.72. pee 2 — 0, To — 4: 
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2.173, 07! + 22129 — 271243 + 4nè + Axa + L + 24 + Ze + 
+ ts = 0,2 = (1,1, 1). 
2.74, Ai — 222, + 2223 + Bai + 2 — 2 + za — xs = 0, 
Zo = (1, —1, —1{). 
2.79. Oz! + tite — 2aits + 925 + rats + Ari + Bas — 27, + 
+ ts 0, 2, (2, 1: 1): 
2.76. (2x + to + 23)? + (as + ze — te)? + (ts — 22 +3x3)? — 
=0, zx = (—1, 1, —1). 
2.77. Calculer à cinq chiffres exacts la racine négative de l'équa- 
tion 24 — 3x? + 75x — 10 000 = O0 par la méthode de Newton. 
2.78. Trouver à 0,00001 près la plus petite racine positive de 
l'équation tg x = x en appliquant la méthode de Newton. 


2.79. Calculer à 0,0005 près la seule racine positive de l’équation 
x —x—0,2 = 0, 


$ 3. Eléments d’analyse convexe 


3.1. Notions fondamentales. 

3.1.1. Ensembles et fonctions convexes. Soit X un espace réel 
linéaire. Un ensemble À & X est dit convexe si la condition x,, ze € À 
entraîne [x,, x,] ={x |x = ox, + (1 — @) x,, « E (0, 11} & À. Un 
ensemble vide est convexe par définition. Un ensemble K € X est 
appelé cône si x € K entraîne ax € K Væœ => 0. Les cônes convexes 
représentent des ensembles convexes. 

À chaque fonction f: À — R qui prend des valeurs dans le domaine 
achevé d'une droite réelle on associe deux ensembles : 

dom j =4{x | jf (x) < +oo}, 
epif —{(« ER XX |a>f(x), x E dom }}, 
appelés ensemble dominé et épigraphe de la fonction f. 

La fonction f est dite convexe si epi j est un ensemble convexe dans 
R X X. Une fonction dont dom f Æ © et f (x) > —o Vx est appe- 
lée fonction propre. Une fonction p: X —R sera appelée convexe 
homogène si epi p est un cône convexe dans R X X. 

Les propriétés élémentaires dont jouissent les ensembles el les 
fonctions convexes, de même que toute une série de notions atte- 
nantes (combinaisons et enveloppes convexes, coniques, linéaires 
et affines, polygone convexe, simplexe, etc.) sont exposées dans 
[ATFT. Nous nous limiterons à indiquer deux notations souvent 
rencontrées: conv À et cone À qui désignent respectivement une 
enveloppe convexe et une enveloppe conique de l’ensemble À. 

Soit À un espace normé et soit X* son dual. L’intersection de 
tous les ensembles convexes fermés contenant un ensemble donné À 


est appelée adhérence convexe de À et se note conv À. La fonction f 
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définie par la condition epi f — epi f est appelée adhérence de f, alors 
que la fonction conv f définie par la relation epi conv f — conv epi f 


est une adhérence convexe de f. De cette façon, conv f est la plus grande 
parmi les fonctions convexes fermées qui ne domine pas f. La fonction 
j est dite fermée si f = f. 

3.1.2. Opérateurs fondamentaux. Une particularité des objets 
convexes consiste dans le fait qu'ils admettent une double descrip- 
tion : dans l’espace principal et dans le dual de celui-ci. Dans l’analyse 
convexe, on dispose d’un certain nombre de transformations liées à 
une double description de ce genre. Parmi celles-ci, il faut citer les 
adjonctions pour les fonctions et pour les cônes, les polaires pour les 
ensembles et les subdifférentiations pour les fonctions convexes homo- 
eènes. 

On appelle transformation de Legendre-Young-Fenchel d’une 
jonction f, ou encore fonction adjointe de f, la fonction sur l’espace 
dual : 











f* (x*) — SUP ({x*, x) — f (x)). 
La fonction 
Fes D (Gr, x) — f (x*)) 


est appelée adjointe seconde de f. De la définition d’une fonction 
adjointe il résulte l'inégalité (x*, x) < f (x) + f* (x*) qui est con- 
nue sous le nom d'’inégalité de Young. 

On appelle polaire d’un ensemble À l’ensemble suivant dans X*: 


AV Ir CX® | (ar, ET, VrcC A}. 
Par ailleurs, 
AV ITÉX | (ET. dl Nas E AE 
On appelle cône dual d'un cône K le cône suivant dans X*: 
Kt={2teX#]|{x*, x) 0 VreckK} 
Par ailleurs, 
KP CX |, D =0 Vi KFE 


On appelle subdifférentielle d’une fonction convexe homogène p 
l’ensemble suivant dans X*: 


ODA CAT GR Dep) NE CA) 


On appelle subdifférentielle d'une fonction convexe f au point x 
l'ensemble suivant dans X*: 


Of (e)={r* EX* | (a*, œ — 2) f (2) —f (0). 
Ainsi, si f est convexe et homogène, alors 0f — 4f (0). 


5—0645 
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Soit À un sous-ensemble de X. Les fonctions citées ci-après jouent 
un rôle important dans l’analyse convexe: 
a) fonction indicatrice 


0, zxEdÀ, 


64 (a)— | es 2 4 


b) fonction de Minkowski 


0, axEA Va 0, 
uA (x) = ? oo, axé A Na 0, 
| inf{a> 0|ax1xE A} dans tous les autres cas; 


c) fonction d'appui 


SA(ET)= Sup (ar, md). 
xE À 


3.2. Théorèmes et formules fondamentaux de l’analyse convexe. 
Dans ce paragraphe, on désigne par X un espace normé, alors que 
X* est son dual. 

3.2.1. Théorème d’involution. Rappelons qu'un opérateur est dit 
involutif si son carré est un opérateur unité. 

Théorème. a) Pour que l'égalité f** — f soit vérifiée pour 
une fonction propre f, il faut et il suffit que f soit convexe et fermée. 

b) Pour que l'égalité A% — À soit vérifiée pour un ensemble non 
vide, il faut et il suffit que À soit convexe, fermé et qu'il contienne le 
Zéro. | 

c) Pour que l'égalité KŸ** — K soit vérifiée pour un cône non vide 
K, il faut et il suffit que K soit convexe et fermé. 

L'’assertion a) est connue comme le théorème de Fenchel-Moreau. 

3.2.2. Dualité de la fonction d’appui et de la subdifférentielle. 

Théorème. a) Pour que la relation s 0p = p soit vraie pour 
une certaine fonction homogène p, il faut et il suffit que p soit convexe 
et fermée. 

b) Pour que la relation 0sA — À soit vraie pour un certain en- 
semble À, il faut et il suffit que À soit convexe et fermé. 

3.2.3. Formules fondamentales du cäleul subdifférentiel. Notons 


(1 ‘ fa) (x) — max {f1 (x), fa (x)}. 


Lé 


héorème 1. a) Soient f, et f, deux fonctions convexes sur X 


et admettons qu’en un certain point x, où f, est finie, f, soit continue. 
Alors, en tout point x € X, la formule 


0 (f1 + Je) (x) — 0j, (x) + Ôf2 (x) 


est vraie. 
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b) Soient f, et f, deux fonctions convexes et continues au point x 


A A 


sur X et soit f, (x) = f, (x). Dans ce cas, la formule 


0 (fi V fe) (x) = conv (dj, (x) U 62 (x) 


est vraie. 


(Pour les fonctions convexes homogènes, x — 0 et les formules 
ci-dessus se mettent sous la forme 


9 (Ps + Pe) = 0p; +0p2 et 0(p1 V p2) = conv (Op; U 9p2).) 

L’assertion a) est appelée théorème de Moreau-Rockafellar ; 
l’assertion b), théorème de Doubovitski-Milioutine. Ce dernier résultat 
admet un renforcement considérable mis sous sa forme finale par 
V. Lévine. 

Théorème 2 (d'épuration). Soit T un compact et soit (t, x) —- 
— f (t, x) une fonction sur T X KR" convexe et fermée par rapport à x 
pour chaque t, semi-continue supérieurement par rapport à t pour 

EN 


chaque x € R? et telle que la fonction x —-f (t, x) soit continue en x pour 
tout tE T. Posons f (x) = max f(t, x), T,(x) —{tET |f(x) — 
t 


= f (t, x)}. Alors tout élément y € Of (x) sera mis sous ia forme y — 
T Tr 
ne, œiU;, où r&<n+i, a; > 0, 2 A; — {, Vi E Of (£;, x) 


(subdifférentielle par rapport à x),t; E T,(x),i=1,...,r. 

3.2.4. Formules fondamentales de l’analyse convexe. Le calcul 
des ensembles et des fonctions convexes utilise une série de formules 
qui relient les transformations indiquées au p. 3.1.2 aux opérations 
sur les ensembles et sur les fonctions. Ci-dessous sont définies cer- 
taines des plus usuelles de ces opérations. 

Opérations sur les fonctions. 

1) Somme: (f, + fe) (x) = f1 (x) + fe (x). 

2) Convolution: (1 ® fe) @) = inf {fi (1) + fa (te) | 21 + 
+ x) = t}. 
3) Maximum: (1 V f2) (x) = max (f: (x), 2 (æ)). 
4) Enveloppe convexe d’un minimum: (f, conv /\ fo) (x 
st {af1 (xs) + (A — à) fe (ta) 10 Ka LA, ar; + (1 — &) x 
2}: 
Opérations sur les ensembles. 
1) Somme: 4, + 4, = {x | x = x, + x, 21 € À, ds € Ab}. 
2) Convolution: AÀ4,iF14,= U (œA4,N(1—ax) A). 

0<a<1 

3) Enveloppe convexe d’une réunion: À,conv || À, — 
— Conv (À, |} 4). 

4) Intersection : À, NN 42. 


D* 
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Opérations sur les fonctions convexes homogènes. Complétons les 
opérations sur les fonctions par l'opération suivante: 


Pi V Ps = sup {api E (1—a) p, |0Ka<i}. 


Opérations sur les cônes. Les opérations sont les mêmes que celles 
indiquées pour les ensembles, maïs il faut avoir en vue que, s’il s'agit 
des cônes, la convolution est équivalente à l'intersection, alors que 
l'enveloppe convexe d’une réunion équivaut à une somme. 

Les résultats concernant l’opération d’adjonction des fonctions 
seront présentés ci-dessous sous forme de théorèmes, les autres étant 
groupés dans un tableau. 


Tableau 
0 (P1 + Pa) Æ 0p1 + 0po, 0 (p1 V P2) Æ 0p1 conv U pm, 
0 (p1 Y pe) = 0p1 LE Ôpe, 0 (p1ConV À pa) = Op N Op; 
S (A1 + Ao) = sA3 +54, s (41 N 4) æ s41 conv \ s4 & 54 BsA, 
s (A1 [HE] 49) & s41 7 SA, s (A, conv | 4)=sA1 V sA ; 
(A1 + 42)9 = A9 TE] A9, (41 N 4) æ Af conv U 43; 
(4 +1 4,)9 æ A9 A9, (4, conv U 4)°= 49 N AS ; 
p (41 + À) Æ LA; Y HA, u (41 N 4) = 41 V 4, 
be (An LE] 4e) & ps 4, u (4 conv U 43) =qi43 conv À 


À UAe & UA; E LA ; 
(Ki+Ko)*= KO KS, (Ki K,)* æ KŸ + Ki. 


On écrit — si l'égalité a lieu sans suppositions supplémentaires, 
tandis que le signe æ est utilisé quand l'égalité est vérifiée seulement 


sous certaines requisitions concernant la continuité des fonctions ou la 
présence des points intérieurs aux ensembles. 


Théorème. a) Soient f, et f, des fonctions sur X. Dans ce cas, 
(1 ® fo) = F5 + fS. Mais si f, et f, sont des fonctions convexes pro- 


pres et s'il y a un point x où f, est finie, tandis que f, y est continue, 
alors (fi + f2)* = fi © f2. 

b) Soient f. et f, des fonctions sur X. Dans ce cas, (f, conv/\f,)* — 
= fi V fi. Mais si f, et f, sont convexes, finies et continues sur X, 
alors (f, V f:)* = fà conv À f£. 

3.2.9. Démonstration des théorèmes. Toutes les assertions for- 
mulées dans le présent paragraphe (à l’exception du théorème d’épu- 
ration) seront réduites au théorème sur les propriétés de la trans- 
formation de Legendre-Young-Fenchel (pp. 3.2.1 à 3.2.4). 

Pour plus de commodité, il est bon de désigner f* par {f, A° par 
rA, K* par oK. Dans la suite, !, x, 6, 0,s, u et à seront considérés 
comme des opérateurs étendus aux objets correspondants. Par exem- 
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ple, { fait passer des fonctions sur X (X*) aux fonctions sur X* (X), 
x lait passer des ensembles appartenant à X (X*) aux ensembles 
appartenant à X* (X), à fait passer des fonctions convexes homogè- 
nes sur À (X*) aux ensembles de X* (X), etc. 

Indiquons quelques formules élémentaires qui relient entre eux 
les opérateurs introduits (on désigne par À un ensemble, par p une 
fonction convexe homogène, par X un cône): 


def 
1. IA =5sA. 
2. IUA — 0. 


< (luÀ) (*) = sup ({x*, x)—inf{aæ|a>0, x/a€ A} — 


“par (2-0 Le, 2énd D 


3. 0EA—=SA—unA. 

< 0EA=sA(x*)>0. Si sA(x*)—0, alors la demi-droite ax* 
toute entière appartient à la polaire, donc prxA(x*)=0. Soit 
SA(x*)> 0. Alors Va 0—=sA(x*/a)—a"tsA(x*), c’est-à-dire 
A (a*) inf {a | (2*/a, 2) SA VrEnA}=paA (2*). D> 

4. lp —60p. 


def 
<<, /p=sSuip(a" D =p(0))= 
= | 0, (x*, x) << p (x), Vzx, def 


— Ô 0p. 
Loc, dans tous les autres cas puis 


def 

7. ÔnK =5sK. 

Soient À, et À, deux ensembles dans X. En partant des défini- 
tions, on tire sans difficulté les égalités suivantes: 

8. Ô (4, + À,) — 64, ® 64. 

9. Ô (41 N 42) — ÔA;, V 84, — ÔA, + 042. 

10. 6 (4, conv U À,) — 64, conv /\ 64. 

En langage symbolique, les résultats des théorèmes exposés aux 
pp. 3.2.1 à 3.2.4 et concernant l'opérateur s’écriront comme suit: 


PF & f, (1) 

li + fa) & lfi ® lfo, (2) 

l (1 ® Î2) (fa + Ifa (3) 
l'(1 V fe) & lf1 conv À lfo: (4) 


LG conv À fr) = li V lfa. (5) 
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Dans les relations (2) à (4), on écrit également — si l'égalité 
est vérifiée sans suppositions supplémentaires, et = s’il est néces- 
saire d'imposer certaines requisitions concernant la continuité des 
fonctions f, et f,. (L’assertion (1) est démontrée dans [ATF]; cf. éga- 
lement [13]. Les assertions (2) à (5) sont démontrées dans [131.) 

Passons maintenant à la déduction de certains théorèmes for- 
mulés auparavant en partant des relations ci-dessus. La démonstra- 
tion des autres théorèmes restera aux soins du lecteur. 

Théorème du p. 3.2.1. 

<q Ena). il s’agit du théorème de Fenchel-Moreau (1). La néces- 
sité de b) et de c) est évidente. Il ne nous reste qu’à prouver la suf- 
fisance. 

b) Supposons À convexe, fermé et contenant le zéro. Alors 


2. 3. 1. (1) 
Ôn24 — lunA = IsA = l26A — ÜA = A0 — À, (6) 
c) Soit À un cône convexe et fermé. Alors 
5. (6) 
OK —(—n)(—n)K=nK=K. 


Théorème 1 du p. 3.2.3. Démontrons la lettre a) du théorème pour 
les fonctions convexes homogènes. 


< Ô(0p; + 0p:) = 6 0p. e 5 0ps — lp; ® ÎPo = 
= [(D1 + Pa) à 00 (pi + De) D 
Pour les fonctions non homogènes, le résultat du théorème 1 du 
p. 3.2.3 découle du fait que, pour les fonctions convexes, àf (x) — 
= 0p, où px) =f'(a,x) = lim (x +ax)—/f())at (pour 
plus de détails, cf. [13/). ‘ 
Démontrons maintenant certaines formules figurant au tableau. 


A) Soient p., et p, des fonctions convexes homogènes qui sont en 
outre finies et continues sur X. Alors 0 (p, \/ p:) — 0p, conv /\ ôp:. 


4. (4) 4 . 
4 00 (p1 V Pe) = (pi V p2) Æ Ipiconv A Ip, = 
nd, 10. 
— 00p, conv À Ô0p, —<0(0p,convU ap). D 
B) Soient À, et À, des ensembles convexes et int ANA Q. 
Alors s(A,fN 4) = s4;, @ s4,. 
(2) 


1. 9. 
4 s (ANA) = 16 (AN 43) = 1(84, + 84:) 
(2) 4. 
JA, @ l04, —s4, @ sA+ 
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C) Soient K, et K, des cônes convexes et intK,NK,- ©. 
Alcrs (K,NK,)* = KŸ + K5. 


7. B) re 
4 ôn(KANK.)=s(KNK.)Z=SsK, @sK,— 


ch 8. 
— ÔnK, E ÔnK,—0(nK,+nK,). © 


Les autres formules sont démontrées de manière analogue. 

Exercices. 

4. Montrer qu'un cône Æ est convexe si, et seulement si, de la 
condition x, x, € K il résulte que x, + x, € K. 

2. Montrer que, pour qu’une fonction propre f soit convexe, il 
faut et il suffit que l’inégalité de Jensen f (ax, + (1 — œx2)) < 
Z af (x,) + (1 — a) f (x) soit vérifiée V x,, x, E X,WaEIO, 11. 

3. Montrer qu'une fonction p est convexe homogène sur l’espace 
X si, et seulement si, p (ax) = ap (x) Va =>0,Vxe X et p (x, + 
+ Ze) KL p (21) + p (x2) V x, 22 € À. 

4. Montrer qu'il n'existe pas de fonction convexe bornée définie 
sur toute la droite numérique et différente d’une constante. 

9. Montrer que toute fonction convexe qui est finie sur la droite 
numérique toute entière est continue. 

6. Montrer qu’une fonction adjointe est convexe et fermée. 

7. Montrer que la fonction adjointe d’une fonction propre est 
également une fonction propre. 

8. Montrer que la polaire d’un ensemble À € KR" est un ensem- 
ble convexe et fermé dans R”. : 

9. Montrer que la subdifférentielle d’une fonction convexe homo- 
gène est un ensemble convexe et fermé dans R7. 

10. Montrer que la fonction indicatrice d'un ensemble convexe 
est convexe. 

11. Montrer que la fonction de Minkowski d’un ensemble con- 
vexe est convexe homogène. 

12. Montrer que la fonction d’appui d'un ensemble est convexe. 

13. Montrer que la condition de convexité indiquée en a) du 
théorème du p. 3.2.4 est essentielle. 


Problèmes 

3.1. Etablir les valeurs des paramètres qui rendent les fonctions 
indiquées ci-dessous convexes : 

a) f (x) = ax? + bx + c; b) f (x) = ae + be + c; 

c) Î (ts; Ta) E (| T1 M | To Bab P > 0; 

d) f (tr Lo) = dut? + 2ayotate + Grade. 

3.2. Dire si les fonctions ci-dessous sont convexes: 
a) f(x) =zxinx +(1—zx)ln ({— x), x E (0, 1); 
b) f (x) = inf {af + x [a + = x}. 
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3.3. Trouver les fonctions adjointes des fonctions d’une varia- 
ble suivantes : 

a) e*; b) ax? + bx + c; c) | x [P/p, p > 0; 

d) 8 {0} est la fonction indicatrice de l’ensemble 4 — {0}; 


—Inx, 0, 
e) Ô[a, b]; f) je) = | rt es 


3.4. Trouver les fonctions adjointes des fonctions de plusieurs 
variables suivantes : 


à) ty + oo + 0 ; 

D) at) + 2@yodito + Quote;  C) etiTit+axe ; 

d) ÔB où B—{(x, 2,)ER?||x/al+/x/a, P<1}, p>1; 

PB se nd) =mar fr us mi) 

3.9. Trouver les fonctions adjointes secondes des fonctions sui- 
vantes : 

a) VTaT; b) (&2— 1); c) sin: 

d) 1/x°; e) [x|+lx—al; 1) [Iz]—11 

3.6. Trouver la fonction adjointe de la fonction f: O([0, 1) —R, 
f{(-))= max (0. 


3.7. Trouver sur le plan les polaires des ensembles suivants: 
a) À — {(—1, —1), (—1, 1} ( —1), (1, 1)} ; 

b) À = {(a1, to) lai + 2 K 1}; L 

c) un triangle de sommets (1, 0), (—1/2, + V 3/2); 


d) B, = {x 2) | Im P + P<1} p>1; 


e) A = {(ui, 22) | rilai + ailes K 1}. 

3.8. Calculer les subdifférentielles des fonctions d’une variable 
convexes homogènes suivantes : 

a) [x |; b)max {x, 0}; c) max {—x, 0}. 

3.9. Calculer les subdifférentielles des fonctions de plusieurs 
variables convexes homogènes suivantes : 


. i= 


def 2. 
a) 1z[=(D' at); D) max al; 
—={ i +5 À 
c) max ;,; d) max{0, (a, x)}, a € KR. 
il, "0 
3.10. Calculer la subdifférentielle de la fonction convexe homo- 
gène f (t(:)}) — max zx (t) dans l’espace C ([0, 11). 
1 


1E[0, 1] 
8.11. Trouver la subdifférentielle de la norme (en tant que fonc- 
tion convexe homogène) dans un espace normé. 
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3.12. Trouver la subdifférentielle 0f (x) des fonctions convexes 
suivantes : 


a) À=R, f(x)—max{e, 1— 7x}, x =0; 
b) X—C([0, 1], f(x(-))= max |x(t)|, (té) = sin nr. 
1€[0, 1] 
3.13. Trouver la fonction de Minkowski pour un triangle de 
sommets aux points (1,0), (—1/2, + y 3/2). 


3.14. Trouver la fonction adjointe de la fonction de Minkowski. 
3.19. Donner un exemple d’une fonction convexe fermée f et 


d’un point x tels que | f (x) | oo, Of (x ) = Gi: 

3.16. (S) Montrer que sif: R” R et si, de plus, f* (x) = f (x), 
alors f (x) — | x |?/2. 

3.17. (S) Montrer que si la polaire d’un ensemble dans un espace 
euclidien se confond avec cet ensemble, celui-ci est une boule unité. 

3.18. Donner un exemple d’une fonction convexe qui ne soit 
pas fermée. 

3.19. Montrer sur un exemple que la superposition de deux fonc- 
tions convexes n'est pas obligatoirement convexe. 

3.20. Montrer sur un exemple que la convolution de deux fonc- 
tions convexes fermées n'est pas obligatoirement une fonction 
convexe fermée. 


$ 4. Problèmes convexes 


4.1. Principe de Lagrange dans la programmation convexe. 

4.1.1. Position du problème. On appelle problème de program- 
mation convexe (ou problème convexe) le problème d’extrémum suivant : 

fo(&) inf; fi (x) LO, i—=1,...,m, xEAÀ. (3) 
Ici, f;: À R,i—=0,1,..., m, sont des fonctions (fonctionnelles) 
convexes qui appliquent un certain espace linéaire (non obligatoire- 
ment normé) À dans la droite achevée, À étant un sous-ensemble 
convexe dans X. 

Etant donné que la convexité de la fonction f n’entraîne pas, 
généralement parlant, la convexité de la fonction —f, il est essen- 
tiel que (3) ne soit pas un problème de maximisation mais de mini- 
misation. 

Le point x est appelé point admissible dans (3) six € A et f; (x) < 
Os te 54 3m 

Lemme. Soit À un espace normé. Dans un problème convexe, 
un minimum local est également un minimum global. 


< SoitzxE loc min 3. Cela signifie qu'il existe un voisinage 4 


du point x tel que — 00 << fs (x) < f, (x) pour tout point admissible 
x E AL. Prenons un point admissible arbitraire x. Alors, si & > 0 est 
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— f 
suffisamment petit, le vecteur x = ((— œ)x+ar EX est un 
vecteur admissible. Par conséquent, suivant l'inégalité de Jensen 


Jo (x) < fo (x) << (À — à) fo (x) + af (x), d'où fo (x) L fo (x). 
Pour cette raison, dans la suite, par le terme « minimum » nous 
allons entendre un minimum absolu. 
4.1.2. Règle de résolution. 
1. Former la fonction de Lagrange: 


L (x, à) = 2 hifi: (x). 


(La contrainte x € À n'est pas introduite dans la fonction de La- 
grange.) 

2. Exprimer les conditions de minimum nécessaires : 

a) principe du minimum 


min Z (x, À) = L (x, À); 
xE À 


b) condition de non-rigidité complémentaire 
Ait (= 0,, = l,.5.5., M; 
c) condition de non-négativité 
M0, i-=0,1,..., m. 


3. Trouver les points critiques, c’est-à-dire les points admissibles 
qui satisfont aux conditions du n° 2. Pour ce faire, il est bon de 
considérer séparément les cas À, = 0 et À, = 0. Dans le second de 
ces deux cas, on peut poser À, égal à l'unité ou à n'importe quelle 
autre constante positive. Si la condition de Slater est satisfaite, 
c’est-à-dire s’il existe un point x € À pour lequel }j; (x) < 0, i — 
— À, : ,., 10, alors À 20: 

4. Si le point critique est trouvé pour À, # 0, il constitue la 
solution du problème. Mais si le point est trouvé lorsque À, = 0, il 
y a lieu de voir s’il fournit un minimum ou non. 

La règle de résolution est présentée conformément au principe 
de Lagrange. La relation a) montre que les conditions nécessaires 
pour le minimum de la fonctionnelle dans un problème avec con- 
traintes constituent les conditions nécessaires pour le minimum de la 
fonction de Lagrange contenant toutes les contraintes, excepté celles 
de type inclusion. Les conditions b) et c) sont des conditions ordi- 
naires de non-rigidité complémentaire et de non-négativité inhéren- 
tes au principe de Lagrange dans les problèmes aux inégalités (cf. $ 2). 

4.1.3. Théorème de Kuhn-Tucker. : 

Théorème. 1. Soient X un espace vectoriel, f;: X —KR, i — 
— 4, ..., m, des fonctions convexes sur X et À un sous-ensemble con- 
vexe de X. 
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Alors, si x est la solution du problème de programmation convexe, 
on trouvera un vecteur zéro des multiplicateurs de Lagrange À — 
— (À, À, +. ., Am) tel que le principe et les conditions ci-dessous 
soient satisfaits : 

a) principe du minimum pour la fonction de Lagrange 


min £ (x, À) = £ (x, À) ; 
xE À 


b) condition de non-rigidité complémentaire 


Mfi(æ)—0, i=1, ...,m; 
c) condition de non-négativité 
hs: == 0, & = 0, PR 


2. Si À Æ 0, les conditions a) à c) sont suffisantes pour que le 
point admissible x soit la solution du problème. 
3. Pour que À9 5 0, il suffit que la condition de Slater soit réali- 


sée, c’est-à-dire qu'il existe un point x € À pour lequel f; (x) < 0, i — 
lsezs M 


4 Soit x lasolution du problème. Sans perte de généralité, on 
peut supposer que f, (x) — 0, autrement on n’a qu'à introduire la 
fonction }, (x) — fo (x) — fo (x). Posons 
Cu = (Mo Un +, Um) ER 3x € À: 

fo (x) ho fi) Km, i=1,..., m}. (1) 


Le reste de la démonstration est divisé en plusieurs étapes. 
A) L'ensemble C est non vide et convexe. 
En effet, tout vecteur u € R”*1 aux composantes positives appartient 


à C, puisque dans (1) on peut poser x = x. Par conséquent, l’en- 
semble € est non vide. Démontrons qu'il est convexe. Supposons 


que U = (Lo, . . , Um) et nu = (W, , Um) appartiennent à C, 
0<La<li,zxet x’ étant des éléments de À tels que (en vertu de > (1) 
eu fo (x z') << Uo: fi (x) K li, Ji (x z') hi, èi = À, m. 


Posons x, —= ax + (1 — œ) x’. Alors x, € À, car À est convexe et, 
d’après la convexité des fonctions f;, on a 


fo Ga) = fo (ar + (ll — à) x) < afo (x) + 
(1 — à) fo (°) < ao + (1 — a) ps 
fi (ra) = fi (ax + (A — a) x°) K af; (x) + 
+ (A — a) f: (7) au: + À — à) pi, 
Bel 2e. 
c’est-à-dire le point œu + (1 — œ) u° € C. 
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B) Le point OER”"*#! n'appartient pas à C. En 
effet, si le point O appartenait à C, on en déduirait, d’après la défi- 
nition (1), qu'il existe un élément x € À pour lequel les inégalités 


fo (&) L0,f; (x) LO,i — 1, ..., m, seraient vérifiées. Mais de ces 
inégalités il résulte que x n’est pas une solution du problème. Donc 


D'après le premier théorème de séparation pour le cas de dimen- 
sion finie (p. 1.2.2), du fait que C est convexe et que OC, il ré- 


sulte l’existence d'un vecteur À — (À,, À, ..., Àm)  O tel que 
à kuZ0 Vuec. (2) 
C) Les multiplicateurs À, i—0, 1,..., m, 


dans (2)sont non négatifs. En effet, nous avons déjà 
vu en À) que tout vecteur aux composantes positives appartient à C, 
en particulier, C contient le vecteur (e, . .., e, 1, &, . .., e), où 
e > 0 et 1 se trouve à la i,-ième place, 0 < i, < m. En substituant 


ce point dans (2), on obtient hi > —e >) À, d’où l’on tire, e>0 
iFio 
étant arbitraire, À, > (. 
D) Les multiplicateurs À, i—1,...,m, vé- 
rifient les conditions de non-rigidité 
complémentaire. En effet, si f; (x) — 0, 1<Ljo< M, 


l'égalité À; fi (x) — 0 est triviale. Supposons que j; (x) —£ 0. Alors 


le point (6,0, ..., O, Ji, (x), 0, . .., 0), où le nombre f; (x) se situe 
à la j,ç-ième place, tandis que Ô > 0, appartient à C (il suffit de 
prendre le point x en tant que x dans (1)). En substituant ce point 
dans (2), nous obtenons À;f; (x) > —2,6, et donc, Ô > 0 étant 
0" "0 

quelconque, l’inégalité k;j, < 0. Mais en C) on a démontré que 4; 2 
> 0, donc 45, — 0 et À;.f;, () = 0. 

E) Le point x vérifie le principe du mi- 
n im um. En effet, supposons que x € À. Alors le point (fo (x) + 
+ Ô, f1 (x), . . ., fm (x&)) appartient à C pour tout ô > 0 (cf. déti- 
nition (1)). Par conséquent, à partir de (2) on tire > if: x) > 

i=0 

> —À,6, d’où l’on a, ô > 0 étant arbitraire, l'inégalité £ (x, À) > 0. 


Maintenant, si l’on prend en considération l'égalité f, (x) — 0 et 
les conditions de non-rigidité complémentaire, on obtient, pour 
tout x € À, 
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2202 À hf G)=£ (a à. 


L'’assertion 1 du théorème est démontrée. 
F) Démontrons l’assertion 2. Soit À, 0. Si l’on 
suppose À, — 1, on obtient, pour tout x admissible, 


C) ie def A) 
fo )20 (+ 2 hifi (= £ (2, 12 


a) À def x ie A D) A 
24 (8, = fo(2) + 2 hifi (@) = fo te), 


c'est-à-dire x est la solution du problème. 

G) Démontrons l’assertion 3. Supposons satisfaite 
la condition de Slater, mais néanmoins on a dans l’assertion À À, — 
— 0. Cela aboutit immédiatement à une contradiction : étant don- 
né que les multiplicateurs de Lagrange ne sont pas tous nuls, on a 


£ 2) À ui (e) <0= 2 (2), 


tandis que, d'autre part, a) implique £ (x, M > £ (x, À). D 
4.1.4. Problèmes sans contraintes. On appelle problème con- 
vexe sans contraintes le problème 


: f (x) — inf. (3) 
Ici, f: À —R est une fonction convexe propre qui applique un cer- 


tain espace linéaire À dans la droite achevée. 
Théorème (théorème analogue à celui de Fermat). Pour 


qu'un point x fournisse un minimum absolu du problème (3), il faut 
et il suffit que la relation 


0 € ôf (x) 
soit vérifiée. 
a Nécessité.zxE€ abs min 3= f(x) — f(x) >0 = (0, — 
— x) + 0 € 6f (2). 
Suffisance. 0Cdf(x) = f(x)—f(x)> (0, x— x) — 
0 = x € abs min 3. D 


4.2. Théorie de la dualité. 

4.2.1. Dualité des problèmes d’extrémum. Dans le paragraphe 
précédent, on avait indiqué que les objets convexes permettent une 
double description. Il en est donc de même pour la programmation 
convexe. Le principe de base utilisé pour la composition du problè- 
me dual consiste en ce qui suit. Soit un problème de minimisation 


f(x) —inf,xeX, (3) 
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où À est un certain espace linéaire, f: À — KR étant une fonction 
sur À. Ce problème est rapporté à la classe des problèmes semblables 
dépendant d'un certain paramètre (on le désignera par y) qui par- 
court un autre espace vectoriel Ÿ. Autrement dit, on considère la 
série de problèmes 
F(x, y) inf, ze X. (3 (w)) 

où FX XY —RkKR, F (x, 0) = f (x). 

La fonction F est appelée perturbation de f, alors que la série 
{à (v)} est la perturbation du (3). Les perturbations peuvent, bien 
entendu, être choisies de différentes manières, ce qui se traduira par 
l’obtention des problèmes duaux différents. On tâche de trouver 
une perturbation telle que la fonction F soit convexe. La valeur 
numérique du problème (3 (y)) se note S (y) et est appelée S-fonction 
de la série {3 (y)}. | 

Lemme 1. Soit (x, y) | —F (x, y) une fonction convexe sur le 
produit des espaces vectorielles X et Y. Alors la S-fonction S (y) — 
— inf F (x, y) sera également convexe sur Y. 


X 

< Cela résulte directement des définitions [ATFI. 5 

Supposons maintenant que la S-fonction est fermée au point zéro, 
c’est-à-dire S** (0) = S (0). Il est évident que cette hypothèse n’est 
pas toujours satisfaite, mais très souvent on peut se baser sur le 
résultat suivant. 

Lemme 2. Soient X un espace normé, f: X —RK. 

a) Pour qu'une fonction convexe propre soit fermée en un certain 
point, il suffit qu'elle soit continue en ce point. 

b) Pour qu'une fonction convexe soit continue à l'intérieur de son 
ensemble dominé, il suffit qu'elle soit finie en un certain point de cet 
ensemble et bornée supérieurement dans un certain voisinage de ce 
point (ATFI]. 

Ainsi donc, soit $ une fonction convexe et fermée au point zéro. 
Calculons la fonction adjointe S*, en supposant que X et Ÿ sont 
des espaces normés, À * et Y * étant leurs duaux. On a 


def 
SE (y*) = sup ({y*, y) —S (y)) — se (y%, y)—infF (x, y))— 
y 2 x 


— sup sup ({y*, y) —F (x, y)) (y, y) —F (x, y)) = 
y x X, Y 
def 
= sup ((0, æ)+ç%, 1) —F (a, y) = F*(0, p*). 
X, Y 


def 
D'où S (0) = 5*#* (0) = sup (— F*# (0, y*)). 


y 
De cette façon, la valeur numérique du (3) est égale à la valeur 
numérique du problème suivant: 


po (*) — sup, y* E Y*, (3*) 
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où  (y*) = —F* (0, y*). Le problème (3*) est appelé le dual du 
(3) par rapport à la perturbation du {3 (y)}. Nous sommes ainsi arri- 
vés au schéma ci-dessous : 


()f (x) — inf; œ(y*) —sup, (3*) 
(3 ()) F (x, y) inf; D G, y*) = —F*% (2%, y*) sup, (3*(x*)) 
Î (&) = F (x, 0), @ (y*) = D (0, y*). 


Si S est convexe et fermée au point zéro, les valeurs du problème 
primal et du problème dual se confondent. Il n’est pas rare que le 
problème dual soit plus simple que le primal et il y a même des cas 
où le dual admet une solution, alors que le primal n’en possède pas. 
Plus loin, nous allons appliquer la méthode exposée pour le problè- 
me général de programmation convexe. 

Les égalités S (0) — S (0) — S** (0) sont habituellement basées 
sur le théorème de Fenchel-Moreau dont il a été question au p. 3.2.1. 

4.2.2. Théorème de dualité pour les problèmes de programmation 
convexe. Soient X et Ÿ des espaces normés, f;: X — R,i—0, 1, 
..., m, des fonctions convexes sur À, À un opérateur linéaire con- 
tinu de X dans Ÿ, À € X un ensemble convexe, bEY, a; ER, 
=", m. 

Incluons le problème 


fo (&) — inf; ht) <a, i—=1,...,m, Ax=b,zx€EA, (3) 
dans la famille de problèmes 
fo (x) — inf; (3 (œ, n)) 


fi @ +ai< dj, à — 1, : sx Mt. AD EN = 0: L'eA. 


La famille {3 (œ, n)} constitue la perturbation du problème 3 — 
— 3 (0, 0). Posons 
t) si fi(x)+o;<a;, Âx — 0, xC À, 
Fes m=| 6 fi (a) +u< En EA + 
— oo dans tous les autres cas. 
Alors 3 (&, n) peut se mettre sous la forme d’un problème élémentaire 
(3 (&, n)) — F (x; à, n) —inf (sur tous les x € X). 
Désignons par S, S:R® X Y =R la valeur numérique du 
3 (&, n), c'est-à-dire inf fn (x) sous les contraintes indiquées et appe- 
lons-la S-fonction : 


S (4, n) — ie (x; a, n). 


Lemme 1. Sous les no ci-dessus, la fonction F (x; a, n) 
définie par l'égalité (1) est convexe sur X X R" x Y [ATFI]. 
De cette assertion et du lemme 1 figurant au paragraphe précé- 
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dent il découle que la S-fonction de la famille {3 (œ, n)}} est convexe. 
Lemme 2. La fonction adjointe de la S-fonction de la famille 
{3 (a, n)} est de la forme 


IS'% (À, n*) es 
l | — inf (fo (2) + À A (fi (e)—a)+(m*, Az—b)), RERT, 


+ oo, ART. 
< Par définition, 
S# (À, n*)= sup (GA, a) + n*, mn —infF(x; &, n))— 
a," x 
def 
= sup ((, a)+(né, m—F (x; a, n))= 
(a, n, x) 
def . 
= Sup (A, a)+(n*, n)— fo (x)) = 


«La: —-f: 
a;<a;— f(x) 


xEA, Ax-+n=—b 
sup À — fa (2)— À ha (f(2)— a) —(n*, Az—b)|. 2 ER, 


OO, LéR}, 


ce qu'il fallait démontrer. > 
De cette façon, conformément à la règle générale donnée au 
p. 4.2.1, on obtient le problème dual 


PCA, n*)=inf Z (x, n*, 1, À) sup, 220, n*eY*, 
xE À 


où Are th 2, 1,2) fo (a) + 2 hi (fi (e) — a) + 


Théorème de dualité. Si une S-fonction de la famille 
{3 (œ&, n)} est continue au point (0, 0), alors, pour toutes valeurs de 
(œ, n) € int (dom S), 
S(a,n)— sup ((A,a)+{(n*, n)-+p (As n*)). 
ÀAZ0,mn*EY* 
< Le théorème est immédiat compte tenu de ce qui vient d’être 
dit au paragraphe précédent et des lemmes 1 et 2. F> 


4.3. Programmation linéaire. Une classe importante de problè- 
mes convexes est constituée par les problèmes de programmation 
linéaire qui se proposent de trouver les extrémums des fonctionnelles 
linéaires en présence des contraintes du type égalité et inégalité dé- 
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finies également par des fonctionnelles linéaires : 
(ce, x) sup (inf); 4x <$b (4x > b), x > 0, (3) 


où ER’, cER’, bERT, À est une matrice à colonnes at, ... 
..., a", d E R", les inégalités étant considérées comme des inégali- 
tés de coordonnées. 

La théorie des problèmes du type (3) est élaborée en détails sous 
tous ses aspects. Les théorèmes d’existence et de dualité des problè- 
mes (3) sont exposés dans [ATF]. Pour résoudre les problèmes de 
programmation linéaire, on fait appel à la méthode du simplexe. La 
théorie de la programmation linéaire est exposée dans les ouvrages 
16, 7, 11, 14] et d’autres. Le recueil [12] contient un grand nombre de 
problèmes sur la programmation linéaire. 


4.4. Analyse convexe et théorie des problèmes d’extrémum. 
4.4.1. Conditions nécessaires du premier ordre dans un problème 
aux inégalités. Considérons le problème 
fo (x) inf; f; (x) LO0, i=1,...,m, F (x) = 0, (3) 


où f{:U—+R,i=0,1,...,m F: LU Y,MEO(X),, Xet Y 
étant des espaces normés. La fonction de Lagrange de ce problème est 
de la forme 


m 


£ (x, = à dif: (x) +(YŸ, F(x)), = (a, y*)ERTHX VE, 


Théorème. Soient, dans le problème (3), X et Y des espaces de 
Banach, f; € SD (x), FE SD (x, Y)etimF (x) un sous-espace fermé. 


Alors, si x € loc min 3, il existe un multiplicateur de Lagrange diffé- 


rent de zéro À = (a, y*) € R*1 X Y* tel que les conditions ci-dessous 
soient satisfaites : 


a) condition de stationnarité $£. (x, À) = 0; 

b) condition de non-rigidité complémentaire a:;f; (x) 0, > 1 

c) condition de non-négativité a; > 0, i > 0. 

< Posons F (x) = À, f; (x) = 4, i>>0. On peut considérer 
sans perte de généralité que f; (x) = 0,i> 0. En effet, sif, (x) £ 
5 0, il y a lieu d'examiner la fonction fo (x) = fo (&) — fo (x), 
alors que si fs (x) << 0, cette contrainte peut être négligée, car, si 


x E loc min 3, il est évident que x € loc min %,, où la i,-ième con- 
trainte est rejetée. On peut donc considérer que la condition de non- 
rigidité complémentaire est satisfaite (il faut poser À, = 0 pour les 


i > 1 qui entraînent }f,; (x) Æ£ 0). 
6 —0643 


e 
? 
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A) Cas dégénéré. Im À est un sous-espace propre de Yÿ. 
Alors, d’après le lemme de non-trivialité d’un annulateur, on trou- 
vera un y* = O tel que 


(y*, Az) =0 Vire Afyf=0— La (a À) = 0, 


où À — (0, y*). 
B) Admettons que À applique X sur Ÿ. Examinons le problème 
auxiliaire 
max (aÿ,x)—inf; Ax—0(. (à) 
0<i<m 
Lemme. 0 € abs min 3’. 
< < Soit O6 abs min 3. Cela veut dire qu'il existe un élé- 
ment x pour lequel (x*, x) 0, Ax —0. Mais, dans ce cas, en vertu 
du théorème de iusternik, on pourra trouver une fonction r (-): 
[—Ao, kol = X telle que Ir (#) IV# —0 pour é +0 et F (x + x + 
+ r(t)) = 0, donc 


fe (@ + tx +r() = t (af, x) +o O<0,i>0, 
pour des é suffisamment petits, ce qui contredit la condition impli- 


quant x € loc min 3. [> 

C) Le résultat du théorème découle de l’enchaînement d'égalités 
qui sont le corollaire des théorèmes d’analyse convexe et du lemme 
sur l’annulateur du noyau d’un opérateur régulier : 


0E abs min à <> 0€ 0 (max (x?, x) + Ô Ker A) — 
— 0 max (xŸ, x) + 08 Ker A=conv{x$, ..., x} +(Ker A) 
y ETS, QERTT, Do, D art + A*y*=0. D 
i=0 i=0 


Corollaire. Soit F” (x) un opérateur surjectif sous condition 
que le théorème soit différentiable. Alors l’ensemble des multiplicateurs 
de Lagrange La — {À — (a, y*)l&æ € 


CERF, Dou=l, D af: (x)+(F (x))* y*=0} est un compact 
i=0 i=0 


convexe non vide. 
< < Le fait d’être non vide résulte de C) de la démonstration du 


théorème. Considérons le simplexe 2 — {œ cr? | À a; = 1}et 


l'application @: 2 —+X* définie par la formule œ (œ«)— À CAE 
Par définition, («, y*) = À € La<= o (&) + A*y* = 0. En vertu 
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de la fermeture de Im A* et de l'égalité Ker A* — {0}, 
(h* EKer A {A*h*, x) —=0 Vr=(h*, Ax)=0 Vz= h*— 0), 


le théorème de Banach peut être appliqué. 

Suivant ce théorème, l'application A*: Y* — Im A* est dotée 
d’une application réciproque, ce qui signifie que le sous-ensemble 
Â*-lo (2) est compact et qu'il en est de même pour l’ensemble 
{(a, y*) € La} — {(a, —A*p-t (œ)) | « E 2}. Il est immédiat que 
La est convexe. 

4.4.2. Théorème de dualité dans le problème de la plus courte 
distance. Soit À un espace normé et soit À & XÀ un ensemble con- 
vexe non vide. La grandeur 


pA (x) = inf {lz—£6lléeÀ)} 


est appelée distance du point x à l’ensemble À. 

Théorème. La grandeur pA (x) admet la présentation duale 
suivante : 

pA (x) = sup {(x*, x) — sA (1*) | 2* [| < 1}. 

< De la définition d’une convolution il est immédiat que 
OA (x) = (N ® ÔA) (x), N (x) = ||x ||. En appliquant le théorème 
de Legendre-Young-Fenchel sur la transformation d’une convolution 
et la formule IN — 6B*, où B* est une boule de l’espace dual, on 
obtient lp = ÔB* + sA. Etant donné que pA est bornée supérieure- 
ment et inférieurement (0 < pA (x) <'||xz — El, où E, est un 
point arbitraire de À), la fonction pA est continue partout sur X, 
donc, d’après le théorème de Fenchel-Moreau, 


(p.A) (x) = 2 (p) (6) = sup {(e*, )— 54 (6) |2* ER), D 


4.4.3. Lemme sur le cône dual et lemme de Hoffman. 
Lemme. Soient X et Y des espaces banachiques, À: X —Y un 
opérateur linéaire surjectif de X dans Ÿ, x}, ..., x% des éléments 


de l’espace dual X* et 1x€Ker À, (a*, x) <0 Vi (condition de Slater). 
Soit 
K={x| (ri, x) 0, i=1,...,s, Ax—=0}. 
Alors 
K*= {at EX* | at D œxt + Aty*=0, a>>0, y*EY*}. 
i=1 


< Notons Il; ={x|{xf, x) <0}. Alors intl; Z@ et K— 
— f I; NKer A. En appliquant le théorème sur le cône dual 
i=1 


d’une intersection de cônes et le lemme sur l’annulateur du noyau 
6* 
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d'un opérateur régulier, on obtient 
O ( n IT, N Ker A) — >. ‘ll; + 6 (Ker À) = 
j=1 i=1 
— —(conv{rf, ..., an} +Im A). D 


Remarque. L’assertion du lemme reste vraie même si la 
condition de Slater n’est pas vérifiée [ATFI. 

Lemme de Hoffman. Admezttons que les conditions du 
lemme sur le cône dual sont satisfaites. Dans ce cas, l'inégalité 


pK (x) ctà (x, x)+ + || Axl) 


est vraie pour la fonction de distance d'un point x à K. 

< En appliquant la formule de la fonction d'appui d’une inter- 
section, les formules sil; — 6 cône x; et la formule de la convolution 
des fonctions indicatrices, on obtient 


sK=s(N I, NKer A)= © sil, @ sKer À — 
i=1 i=1 


— @ 6{cône z*} ® 6 Im A* — 
i=1 
— Ô{x* | x*Ecône{rxf, . .., xs} + Im A*}. 


Par conséquent, d’après le théorème de dualité, on obtient pour pÆ 
0K (x) = sup {{r*, D 12t= D œuat + Art, a >0, Na |<1} 


Le sous-espace ZL — lin {x*, . .., x$} + Im A* est fermé en tant 
que somme d’un espace de dimension finie et d’un fermé, Im A* — 


— (Ker A)”, l’annulateur étant toujours fermé. Cela veut dire que Z 
est un espace de Banach. L'opérateur A,: R°XY*—>Z, À, (œ, y*)— 


= » a;xÿ + Ay* est linéaire continu et surjectif et applique 


R° X + Y* sur ZL. D'après le lemme d’une application réciproque à 
ie il existe un Â,: L —R° X Y* tel que A co M, = 7J;, 
|| M,x* HZ C 1 x” I. Dans ce cas, si {|| x* | £ É alors 


I Mir* [les a à la; l+Iy* IC. De cette façon, dans 


l'expression de D, on peut considérer que 0 <a; << C, I y* | & 


$ 41 PROBLÈMES CONVEXES 85 


d’où 


pK (a) sup LD ant + Aty#, 2) [0 <a EC, Iy* IC) < 
i=1 


<C(D (ai, 24 + Al). D 


4.4.4. Lemme du minimax. Soient X et Ÿ des espaces de Banach, 


A: X —Y un opérateur surjectif, 2? EXT. =, ,.54S aCR: 
Définissons la fonction S: R° X ŸY — R par l'égalité 
S(a,y)—= inf max (ay+(af, 2)). (1) 


Ax+y=0 1<i<s 
Lemme. Si max {x*,x)>0 pour tout xEKerA, alors la 


1<Li<S 
grandeur $S (a, y) admet la présentation duale suivante : 


S (a, y)=sLa(a, y)==sup | > ca + (y*, y) | (@, y*) € La}, 
où 
La={(a, *)ER XY*|aeR},, Dati, 2 œat + A*y*=0)}. 
i=1 i=1 


Dans ce cas, inf figurant dans (1) est atteint pour un certain (qui, peut- 
être, n'est pas unique) x = x (a, y) et il existe un C >> 0 (indépendant 
de a, y) tel que, pour un choix convenable de x (a, y), 


Lx (a, DIKC(al+Iy I. 


Le premier membre se déduit facilement à partir des théorèmes 
de l’analyse convexe. Pour le second membre, cf. [ATFI. 

4.4.5. Conditions nécessaires d’ordres supérieurs et conditions 
suffisantes dans le problème aux inégalités. On va continuer l'étude 
du problème du p. 4.4.1. Dans ce qui suit, les notations utilisées pré- 
cédemment (x*, À, La) seront conservées. 

Théorème de Lévitine-Milioutine-Osmo- 
lovski. Admettons que dans le problème (3) du p. 4.4.1 X et Y sont 


des espaces de Banach et que f; E D?(U\, FE D?(U, Y) et Im F° (x) — 
ER 
Condition nécessaire de minimum. Sixe 


€ loc min à alors, pour tout vecteur h € K — {x | (xï, x) < 0, 
= 0,1,..., m, Ax = 0}, la condition de non-négativité 


max Z, (2, À)[k, h1>0 
AE La 


est satisfaite. 
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Condition suffisante de minimum. Si La 
=£ @ et si la condition de positivité 


max £a (t, AIR, kl>allkI® VACK 
AE La 


est satisfaite avec un certain à >> 0, alors x € loc min 3. 

Au p. 4.4.1, on a montré que l’ensemble La n’est pas vide et qu'il 
est compact et convexe. 

4 Nécessité. Examinons de nouveau le problème 


f (@) = max (fo (x), . .., fm (2) + inf, F (x) =0, (3) 


en considérant f; (x) =; 0; 4:20. 
Lemme. Six € loc min 3, alors x € loc min 3.. 
q< Si x é loc min 3, alors Ve => O0 2,: || Ze — X | Ze, 


Fm) =0,f:(m)<0,i>0=rélominz. LE 
Soit À € K. Posons 


a=+ fi (® . h}, y=+ EF" (&) LR, A), 
Y(A)=> 7 max Lan XLR, Al 
AEL 


Considérons le problème 
max ({xt,2)+a)inf; Ax+y=0. (3e) 
iL 


0Li< 
Vu que l’opérateur À est surjectif et compte tenu du lemme utilisé 
pour la démonstration du théorème du p. 4.4.1,on a max (xŸ,x) > 
0<i<m 

> 0 Vx € Ker À, ce qui indique que le lemme du minimax peut être 
appliqué pour la résolution du problème (3.). Conformément au 
lemme du minimax, on pourra trouver un élément E — £ (h) doté 
des propriétés 

max ((xf, Ë)+a;)=Y(h). 

0<i<m 
D'après la formule de Taylor et en vertu des relations Ah = 0, AE + 
+ y = 0, on obtient, pour { > 0, 


F(&+th+ PE) =F (2)+ 48 (a) h+ BF (a) E+ 
+" (œ) Le, A1 0 (2) = 0 (P). 


Conformément au théorème de Lusternik, il existe une application 
o: U — X du voisinage du point x telle que F (x +  (x)) = 0 et, 
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en outre, |p @)I|& EXIF (x) Il. En posant r (4) — o (x + th + 
+ €), on obtient 


F(c+th+ PE +r()) =0, 
Ir OUSEKAIE (& + th + PE) || = o (6). 


Alors, en appliquant la formule de Taylor à f; et en utilisant (1), on 
obtient (ne pas oublier que (a*, h) <0,i>0 


FH PET (D) max (4(at, R) 48 (Get, D + an) + 
+0(P) SE max (ef, D+@) +0 (5) = PE (R)+ 0 (8) <0 
<Li<m 


pour des { petits si l’on admet que Ÿ (h) << 0 est en contradiction 
avec le lemme. La nécessité est ainsi démontrée. 

Suffisance. Nous allons montrer qu'il y a un Ô > 0 tel 
que les conditions 


hi&@+h)<0,i2>0, F(x+h)=0 (2) 
soient contradictoires pour || À ||  Ô, k = 0. Il sera alors immédiat 


que x E loc min 3. Admettons donc que le vecteur À satisfait aux 
conditions (2) et que || À [|  6,, Dans ce cas, la formule de Taylor 


donne 
fi(a+h)= (at, + (LR, li (k), i > 0, 
F(£+h)=AR+ EF" (Eh, h]+r (R), 
et, en posant 
a=+ fi), bn, 10, y=<+F'(lr A+r(), 
on obtient 


(at, h)+a=f(x+h) 0, i>0, Ah+y=0; (3) 


par ailleurs, 


IG I<CGURkI, Hyl<GUAR I. (4) 
Considérons le problème 

max ((2f, 2)+a)-rint; Az+y=0. (33) 

0<Li<m 


m m 


De l'égalité D a; (r*, x) (A#%y*, x) =0, à, > 0, >, &—1 il ré- 
0 i=0 


1— 


m 


sulte que >) œ;(x*, r)—=0 VxE Ker À. D'où max (x*, x) > 0 VE 
i=0 0Li<m 
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€ Ker À, ce qui veut dire que le lemme du minimax peut être appli- 
qué au " (32). Finalement on obtient 


max f,(&-+k) = max (2, )+an) > 
max 


0Li<m 


s min max ((xi, x) +a;)— 
Ax+y=0 0<Ki<m 


ee .. 
= max (rue(é, A1 M4 D an (+ OU, r0D}. 6) 


Estimons la distance de À au cône XÀ d’après le lemme de Hoftf- 
man, ensuite, suivant (4): 


PE (R) < Ci 12 (a, >, IAA] < CSA 


(nous avons mis à profit le fait que, si (x, h) + a; < 0, alors 
(xŸ, h), < la; |, de même que l'égalité Ah — —y; cf. (3)). 

De cette façon, À = h, + h,, où h, € K, alors que HA | 
C3 ]||k |F. Supposons 6, choisi de façon que la relation || k [| < 6, 
entraîne C;, [| k [| & 1/2. Alors 

IAlZIAI—- Re I>2UIAN- CAD 2ZNR 2, 


donc 
Re 1 < 4C3 A À (6) 


Signalons enfin que du corollaire du théorème exposé au p. 4.4.1 
il résulte que si À € La, alors || y* || & C,. Soit Ô3 tellement petit 
que || À || < Ô, entraîne l'inégalité 


[D rs () +, r | < Fall. (D 
i=0 
Rassemblons maintenant les conditions (2), (5), (6) et (7) du 


théorème en notant C; — max || Z,+ (x, À) ||: 
AELa 


0>f(x+h) > 


> max (+ Le, NA, h]+ D ar: (h)+(y*, r (2))) > 


ee i=0 


> max La (2, À) (ae Path) Me > 
£La 


> + Il? — 40301 — 8C 8 — Al >> 0, 
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seulement si |lk|| 6 < min (6,, Ô,, Ô,) entraîne l'inégalité 


4C3CsllallS + 8C C8 <a D 


Problèmes 


4.1. (S) a Hay +y +8 x +y+2]-+ini 

4.2, x? + y? + 2 max (x, y) —inf. 

4.8. 224 y2+19 V(x—a)}? +(y—b)? inf. 

4.4, x2+ y2 +2a Don do Le (&œ >> 0). 

4.5. Trouver la distance du point (E,, &, &;) au cône x > 
> V ri +. 

4.6. Trouver la distance du point (Ë£,, ..., £,) situé en de- 
hors de l’ellipsoïde xi/aï + ...+x%/a? < 1 à cet ellipsoïde. 

4.7. (S) Trouver le minimum d’une fonctionnelle linéaire dans 
l’espace !, sur la frontière d’un ellipsoïde dont les longueurs des 
axes tendent monotonement vers zéro. Est-ce que tout point de la 
frontière de cet ellipsoïde possède une normale, c’est-à-dire qu'il 
peut constituer un point d’extrémum pour la fonctionnelle linéaire ? 

4.8. Trouver la distance d’un point x, situé en dehors d’un ellip- 
soïde dans un espace de Hilbert à cet ellipsoïde (problème généralisé 
d’Apollonius). Dans un espace de Hilbert, on appelle ellipsoide 
l’image de la boule unité réalisée par une application linéaire de 
l’espace dans lui-même telle que l’adhérence de l’image de l’espace 
tout entier ainsi obtenue se confonde avec l’espace tout entier. 

4.9, Trouver parmi les polynômes du type €? + xt + x, celui 
de norme minimale dans l’espace C ([—1, 11). 

4.10. Inscrire dans le disque unité le triangle dont la somme des 
carrés des côtés à poids positifs est maximale. 

4.11. Trouver sur chacun des côtés d’un triangle donné un point 
tel que le triangle ainsi formé soit de périmètre minimal (problème 
de Schwarz). 

4,12. (S) Trouver un point du plan tel que la somme des distan- 
ces de ce point à trois points donnés du plan soit minimale (problème 
de Steiner). 

4.13. Trouver un point du plan tel que la somme des distances 
de ce point à quatre points distincts du plan soit minimale. 

4,14. Trouver un point du plan tel que la somme des distances à 
poids positifs de ce point à trois points distincts du plan soit mini- 
male (problème généralisé de Steiner). 

4.15. Trouver un point du plan tel que la somme des distances 
de ce point aux sommets d’un polygone régulier situé dans le plan 
soit minimale. 





CHAPITRE II 


CALCUL DES VARIATIONS CLASSIQUE 


$ 9. Problèmes élémentaires du calcul des variations classique 


9.1. Problème de Bolza. 

9.1.1. Position du problème. On appelle problème de Bolza 
un problème d’extrémum sans contraintes dans l’espace des fonc- 
tions continûment dérivables C1([£,, £,]) (espace des fonctions 
<ontinûment dérivables par morceaux XCT ([£,, t.1)) de la forme 

li 
BCN= | L(, 20, 20) dt+l(e(t), z())—extr. (3) 


Lo 


Ici, ZL = L (t, x, x) est une fonction de trois variables, ! — L (xs, x) 
étant une fonction de deux variables. On suppose le segment [é,, #.l 
fixe et fini, — oo << {9 Lt,  +ow. Le problème de Bolza est un 
problème élémentaire du calcul des variations classique. 

La fonction Z est appelée intégrant, la fonction L est nommée 
terminant, alors que par # on désigne la fonctionnelle de Boiza. 


On dit que la fonction x (+) € CT ([£,, 1) fournit un minimum 
(maximum) local (faible) du problème (3) ou, ce qui revient au mê- 
me, de la fonctionnelle Z dans l’espace CT ([£,, #1), et on écrit 


x (-) E loc min 3 (loc max 3) si l’on peut exhiber un Ô = 0 tel que, 
pour toute fonction x (+) E CT([é,, £,]) pour laquelle || x (+) — 


— x(.)[l 6, l'inégalité 
B (x) > 8 (xt) (FC) < ES (x(-))) 
soit vérifiée. Rappelons que si x (+) € C1 ([£,, £,l), alors 
Iz(-)i= max max{fx(é)|, Ix(#)1}. 
tE (to, ti] 
En résolvant les problèmes de calcul des variations, nous allons 
utiliser, dans ce qui suit, le terme « extrémum absolu » ou «extré- 
mum global » qui, dans l’acception habituelle, signifie que parmi 


toutes les fonctions admissibles (dans notre cas, les fonctions admis- 
sibles appartiennent à C! ou à XC!), la fonction trouvée fournit un 


$ 5] PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES DU CALCUL DES VARIATIONS 91 


extrémum de la fonctionnelle. Toutefois, en règle générale, les fonc- 
tions qui donnent un extrémum absolu dans C! ou dans KC! fournis- 
sent également un extrémum absolu dans une classe plus étendue de 
fonctions : parmi toutes les fonctions absolument continues sur les- 
quelles est définie la fonctionnelle. 

9.1.2. Règle de résolution. 

1. Formaliser le problème en l’amenant à la forme (3) du p. 5.1.1. 

2. Exprimer les conditions nécessaires : 

a) l'équation d’Euler : 


° 
A 


+ (+ (D=0e —2L.(4, 2(, 2 (D)+ 


+ L(é, (Et), &(#) = 


{Les solutions de l’équation d’Euler sont appelées extrémales) : 
b) les conditions de transversalité : 


L.(t)= be Le (to 2 (to), 2 (bo) = lee (& (to), & ()), 


De has La lt 2 (6), ED) = — À (eo), 2 (ED). 


3. Trouver les extrémales admissibles, c'est-à-dire les solutions 
de l’équation d’Euler qui satisfont aux conditions de transversalité 
aux extrémités. 

4. Montrer que l’une des extrémales admissibles constitue la so- 
lution, ou bien qu'il n’y a pas de solution. 

Le système de conditions pour la recherche d’un extrémum local 
faible est complet. En effet, l’équation d’Euler est une équation 
différentielle du second ordre dont la solution générale contient 
deux constantes inconnues. Pour déterminer ces constantes, on dis- 
pose de deux équations données par les conditions de transversalité. 

Nous venons de formuler les règles de résolution du problème uni- 
dimensionnel de Bolza. Signalons maintenant les modifications qui 
doivent être introduites dans la règle de résolution du problème de 
Bolza lorsqu'il s’agit du cas vectoriel. 

Supposons que dans le problème (3) du p. 5.1.1 x (+) = (x (+), . .. 


LC). L = EL, % es ns Lis + + + dn) St une fonction 
de . À 1 variables, L == L (toy, . . ., Xons Lis + + +, Xin) étant une 
fonction de 2n variables. Les conditions nécessaires dans le problème 
de Bolza vectoriel sont constituées par le système d'équations d'Eu- 
ler 

d 5 À 
de (t)+ Lx, ()=0,i=t, ...,n, 


i 
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et par les conditions de transversalité définies par le système d’équa- 
tions 


L. =D el, © 04 


La démonstration du théorème sur les conditions nécessaires 
d’extrémum est donnée dans le paragraphe qui suit pour le cas uni- 
dimensionnel. Le cas vectoriel est trivialement réduit au cas unidi- 


mensionnel. 

9.1.3. Conditions nécessaires d’extrémum. 

Théorème. Soient À un ensemble ouvert dans l'espace R, 
L: À —R l'intégrant défini sur X et continu dans X avec ses déri- 
vées partielles L, et L., Ÿ° un ensemble ouvert dans l’espace R?, 


L: FR le terminant défini et continûment dérivable sur Ÿ, % (-) étant 
une fonction continûment dérivable sur [t,, t.] et telle que 


(4, z(D), 2 (DEN ViELt, ti] et (x(t), 2 (H)) ET. 

Ceci étant, si x (-) fournit un extrémum local faible du problème 
de Bolza, alors Ê. (-) E CT (Lo, kil) et 

a) l'équation d’Euler 

d A A 
— y Li) + Li(t)=0; 
b) les conditions de transversalité 
L. (tx) = (— 1) les k=0, À, 


sont réalisées. 
< Divisons en plusieurs étapes la démonstration du théorème. 


A) Définition de la première variation 
selon Lagrange. Soit x (-) € C!{[é,, t,1). Etant donné que 


x (+) E loc extr 3, la fonction d’une variable 
1 . 
pA=P G(C)+he()= | L(E ED HAT (D, (+ 


to 
+ Az (8) dt +1 (r (to)+ Ar (0, & (4)+ Ar (4) 
admet un extrémum pour À = 0. Posons F (ft, À) = L (ë, x (à) + 


+ Az (£), L (t)+ x (t)). La dérivabilité de œ (À) au point zéro résulte 
des conditions impliquant la différentiabilité dont sont grevées Z, 


x (-), x (-). En effet, les fonctions F et F; sont continues dans un 
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certain rectangle [£,, #1] X [—Ào ol, ce qui signifie qu’en vertu du 
théorème d’analyse bien connu, on peut dériver sous le signe d’inté- 
oration [N, vol. 2). Mais alors, d’après le théorème de Fermat, 


/ 


q” (0) = 0. En dérivant la fonction œ et en posant À = 0, on obtient 


| p à . he ee ” : def A 
: (O)= dim EIRE E 68 (2 (-), x (-))= 
La " À . A A 
> | (LC 2 (0) + L. (0 2 (0) dl, (to) +lhar(#)=0 (1) 
Lo 


Vz(-)ECT([to tal). 


De cette manière, nous venons de calculer la variation selon 
Lagrange de la fonctionnelle de Bolza en établissant que la condi- 
tion nécessaire pour l’extrémum local faible de cette fonctionnelle en 


x (*) consiste en la nullité de sa première variation. 

B) Lemme de Du Bois-Reymond. Soient deux 
fonctions a, (+) et a, (+) continues sur le segment [t,, t,1 et admettons 
que, pour toute fonction continûment dérivable x (+) pour laquelle 
x (to) = x (t,) = 0, l'égalité 

t 


| (a (é)z(t) + a (0 x (8) dt =0 


est vérifiée. Alors la fonction a, (+) est continûment dérivable et 
da: (t) 
Cox TEE à ap(t)= 0. 


<< Considérons une fonction p(-) E CT ([ts, t:l) telle que 
1 1 
p (t) = æ ft) et | p (t) dt — | a; (t) dt. Alors, pour toute fonc- 
do to 
tion x (+) E CT (és, 1), pour laquelle x (£,) = x (#,) — 0, l'égalité 
li LE 
0e | (az +a (te (0)dt= | a(t) te) dt + 
do u 
1 li 


+{r:bd(=|m-rHrba 


Lo to 


doit être vérifiée en vertu de la condition du lemme. Choisissons une 


fonction x (-) € C1 (Its, til) telle que x (t) = a, (4) — p (t), X (é,) = 0. 
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Alors, en raison du choix de la fonction p (:), 
t1 e ti 
z(4)= | Z(dt= À (a (9 —p(9) dt=0. 
t, i 


Cela signifie que, pour la fonction x (+) = x (+) l'égalité (2) doit 
t 


1 


être satisfaite, c'est-à-dire | (a, (t) — p (t))* dt — 0. De la der- 


lo 
nière relation il vient que a, (t) = p (t), c’est-à-dire a, (+) E C1 X 
X (Los 4l), —< @ () + & (6) = 0. DD 
C) Conclusion de la démonstration. L'égali- 

té (1) a lieu pour toute fonction x (+) € C1 (ft, 4.1), donc pour 
toutes les fonctions x € C5 (fo, tal) = {x (+) E CT (TE, D | x (0) = 
— x(t,) = 0}. Par conséquent, de (1) il résulte que 

li 

À CÉ: (D 2 (+ LA (0) à (0) dt = 0 & (+) € CH (Its #a)). 


Lo 


D'après le lemme de Du Bois-Reymond, NEC (Léo, 11) et 


— +: (+. (0. (3) 


En intégrant par parties dans l’égalité (1) (elle est possible par suite 
de la démonstration de l'inclusion L. (-) E CT (,, 111) et compte 
tenu de (3), on obtient 

ti 


À Ch (6) e (0) + À (2 à (0) dé + hr (bo) + laut (41) = 
Lo 
t 


= (2 2. (0) 2 (0 dt+2 (0) Ê. (DIE au (60) + 


0 


+ Lee (61) = (Le (6) + Les) 8 (61) + É (bo) + das) 2 (to) = 0 (4) 
Vz(:)ECT([to, tal). 


En substituant successivement dans (4) x (t) = t—t, et x (t) — 


CS 


DES 


— t—1,, on aboutit aux conditions de transversalité L. (Co) — 
= Le L D 
x 


Remarque. Signalons que ces trois étapes de la démonstra- 
tion du théorème proposé seront reprises sous telle ou telle forme 
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lors de la démonstration des autres théorèmes du calcul des variations. 
classique et de la commande optimale. 
5.1.4. Exemple. 
1 


1 JG CD= | (0 dt+ 2 (1) —extr. 


0 
2. Conditions nécessaires : 
a) équation d’Euler: —+ L. +L. =0 2x +1—=0; 
b) conditions de transversalité : 
Le (0)= leçon Le (= —hne z(0)=0, r(1)=—x(1). 


3. La solution générale de l'équation d’Euler sera: x (t) — 
— —{°/4 + C,t + C,. Les conditions de transversalité donnent : 
C; = 0, C, — 3/4. De cette façon, il n’y à qu'une seule extrémale: 
admissible x (4) = (3 — #)/A. 

4. Nous allons montrer qu’elle fournit un minimum absolu du 
problème. En effet, si À (-) - CT (fo, 411), alors 

1 

JaC)+R()—Z (x = [oies | h2 dt — jnat+ 
Ô 


0 fi 
+ 2x (1) À (1) +R2 (1). 


En intégrant par parties et ayant en vue que x (£) = (3 — 1*)/4, on 
obtient 


JC)+R (C3 ( DE te 


1 1 
— |. (2r+1)% dt+ | hrat+927(1)h (1) + 
0 0 

1 


Le (1)= \Æa+R(1) > 0. 
0 
Réponse.x(t) = (3— #?)/4 € absmin, Smax = oo. 


9.2. Problème le plus simple du calcul des variations classique. 
5.2.1. Position du problème. On appelle problème le plus 
simple du calcul des variations classique le problème d’extrémum dans 
C1 ([fo: t1]) (ou dans KXCT ([t,, 4,1) suivant: 
ti 
4 (&())= z(e, 2), x(t)) dt extr: (3) 
lo 
T (to) = Lo, (ts) = T4. 
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Ici, L = L (t, x, x) est une fonction de trois variables nommée inté- 
grant. Dans notre problème, l’extrémum sera considéré parmi les 
fonctions x (+) € CT ([éo, t1l) qui satisfont aux conditions aux extré- 
mités ou aux conditions aux limites x (to) = xo, x (t;) = x,; ce sont 
des fonctions admissibles. 


On dira qu'une fonction admissible x (-) fournit un minimum 


(maximum) local faible du problème (3), et l’on écrira x (-) Eloc min 3 
(loc max 3) s’il existe un Ô >> 0 tel que, pour toute fonction admis- 


sible x (-) pour laquelle || x (+) — z (+) [1 6, l'inégalité 
HOet ONU CO) Si) 


est vérifiée. 

Par tradition, le calcul des variations classique considère l’extré- 
mum fort de paire avec l’extrémum faible. Dans ce cas, la classe de 
fonctions sur lesquelles on considère la fonctionnelle ./ est quelque 
peu élargie. L’extrémum dans le problème (3) est cherché parmi les 
fonctions x (-) appartenant à La classe XCT ((£,, #1), c’est-à-dire par- 
mi les fonctions continûment dérivables par morceaux satisfaisant 
aux conditions aux extrémités. 


On dira que la fonction admissible x (+) € KC1 ([éo, t1]) fournit 
un minimum (maximum) local fort s’il existe un ô > 0 tel que,pour 
toute fonction admissible x (-) € KC4((&,, £,]) pour laquelle 


Lx ()— x () Il < 6, l'inégalité 
Ja) >TEC) CeC)<TE()) 


est vérifiée. 

Il est clair que si x (+) € CT (ié,, t,1) donne un extrémum fort, 
elle fournira également un extrémum faible. Pour cette raison, la 
condition nécessaire pour l’extrémum faible concernant ces fonc- 
tions est en même temps la condition nécessaire pour l’extrémum 
fort, alors que la condition suffisante pour l’extrémum fort consti- 
tue la condition suffisante pour l’extrémum faible. 

5.2.2. Règle de résolution. 

1. Formaliser le problème en le mettant sous la forme (35) du 
p. 9.2.1. 

2. Exprimer la condition nécessaire qui est donnée par l’équa- 
tion d'Euler: 


d A A 


3. Trouver les extrémales admissibles, c’est-à-dire les solutions 
de l’équation d’Euler qui sont des fonctions admissibles. 
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4. Montrer que la solution est donnée par l’une des extrémales 
admissibles ou qu'il n’y a pas de solution. 

Cette règle correspond entièrement au principe de Lagrange, ce 
qui sera montré ci-après. 

1. La fonction de Lagrange pour le problème (3) est de la forme 


1 


Lo | Lot, #2) dt + dot (60) + pur (6). 


Lo 


2. Les conditions nécessaires d’extrémum du problème Z —-extr 
sont celles rencontrées dans le problème de Bolza et s’écrivent 


ho (—+ 2. (+ 2, (9) =0. 


LL» (tx) =(— Lys, 4=0, 1 


3, 4. Si À = 0, des conditions de transversalité il résulte que 
ur = 0, À = 0, 1. Cela contredit le fait que les multiplicateurs de 
Lagrange ne sont pas tous nuls. Posons À, = 1, ce qui nous permet 
d'aboutir à l’équation d’Euler, alors que les conditions de transver- 
salité ne sont pas informatives, car elles nous permettent de trouver 
les multiplicateurs de Lagrange inconnus u, et u. dont, en principe, 
nous n'avons pas besoin. Il ne nous reste qu'à trouver les extré- 
males admissibles pour choisir parmi elles la solution ou pour mon- 
trer qu il n'y a pas de solution. 

Le système de conditions utilisées pour la recherche des extré- 
males admissibles est complet. L’équation d'Euler est une équation 
différentielle du second ordre dont la solution générale contient 
deux constantes inconnues. Pour déterminer ces constantes, on 
dispose de deux équations données par les conditions aux extrémi- 
tés. De cette façon, le plus souvent, on n'a qu’une seule extrémale 
admissible. 

Nous venons de formuler la règle de résolution du problème uni- 
dimensionnel le plus simple du calcul des variations classique. Indi- 
quons maintenant les modifications qu'il faut introduire pour le 
cas vectoriel. 

Soient, dans le problème (3) du p. 9.2.1, x (+) — (x, (+), . .. 

ln (C)), L= L(E, xy, ..., Æn, 21, . . ., x,) une fonction de 
2n +1 variables. Les conditions nécessaires pour le problème vec- 


toriel le plus simple sont données par le système d’équations d’'Eu- 
ler 


1—0643 
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La démonstration du théorème présentée au p. 9.2.3 concerne, 
comme on l’a fait au p. 9.1.3, le cas unidimensionnel auquel le cas 
vectoriel se réduit trivialement. 

5.2.3. Condition nécessaire d’extrémum. 

Théorème. Soient un ensemble ouvert dans l’espace R, 
L: U —R l'intégrant défini sur U et continu dans AL avec ses déri- 


vées partielles L, et L., x (+) étant continûment dérivable sur le seg- 
X 


ment [to, t.l et telle que (#, x (£), 2 () EX VtEft,, t.l. Dans ce cas, 
six (-) fournit un extrémum local faible dans le problème le plus simple 
du calcul des variations classique, alors Le (-) E CT ([to, t1D et l’équa- 
tion d’Euler | 
— 7 L. (+ LE. (—0 

est réalisée. 

< Le raisonnement est absolument analogue à celui du p. 5.1.3. 
Soit x (-) € Cà (Léo, dl). Alors æ (:) + Àx (+) est une fonction admis- 
sible VAER. Posons œ (À) = . (x (:) + ÀAx (:)). De la condition 


x (-) € loc extr 3 il résulte que 0 € loc extr p. En utilisant la dé- 
rivabilité de la fonction @ au point zéro et l’expression de la varia- 
tion de la fonctionnelle du p. 5.1.3, on obtient 

l1 


g' (083 (), 2()= | (É:O2 +20 200) 40 
‘ Vz(-) € CE (lo AD. 


Du lemme de Du Bois-Reymond il découle que L. (-) ECT ([éo dl) 


et l’équation d'Euler est réalisée. D> 
5.2.4. Intégrales de l’équation d’Euler. Si l’intégrant ZL — 


= LUE, x) n’est pas explicitement dépendant de l’une des varia- 
bles, l’équation d’'Euler est ramenée aux équations plus simples. 


1. Si l’intégrant ZL — L (t, x) ne dépend pas explicitement de x, 
l'équation d’'Euler se ramène à l'équation 
LL. (9 =0: 
2. Si l’intégrant L = L (#, x) n’est pas explicitement dépendant 
de x, c’est l'intégrale d’impulsion qui a lieu 
L. (t)= const. 
X 


8. Si l’intégrant L — L (x, x) n’est pas explicitement dépendant 
de t, c’est l’intégrale d'énergie qui a lieu (les deux dénominations de 
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l'intégrale sont empruntées à la mécanique classique) 
xL. (t) — L (1) = const. 
X 


5.3. Exemples. Dans ce paragraphe, on examinera, en s’ap- 
puyant sur des exemples, les relations qui lient les solutions du pro- 
blème le plus simple du calcul des variations classique aux extrémales. 

Exemple 1 (l’extrémale admissible existe, elle est unique 
et fournit un extrémum global). 


1 
1 JC) = | x dt inf; z(0)=0, z(1)—1. 
0 


2. Equation d'Euler: x — 0. 
3. Solution générale : x — C,t + C,. Extrémale admissible uni- 


que : x =t. 
4. L'extrémale fournit un minimum global du problème. En 
effet, soit x (+) € C1 ([0, 11), x (0) = 0, x (1) = 1. Alors 


h(-)=x(.)—x(-)E CS (10, 1) = 
—={z(:)EC!([0, 1))1z(0)=z(1) = 0}, 


JæC)=3G()+2(0)= (A+ Ry dt 


1 


hdt=J(a()+ | ra > TC). 


0 


Dans l’exemple considéré, tout est allé pour le mieux. Dans ce 
qui suit, il y aura des complications. 

Exemple 2 (l’extrémale admissible existe, elle est unique 
et fournit un extrémum faible sans donner un extrémum fort). 


1 
1. J(x(-)) = | at dt inf; z(0)=0, z(D=T, 
0 


2. Equation d’Euler : 38 0 3 =C<— x= const. 
3. solution générale: x = Cit + C,. Extrémale admissible uni- 
que : x — À, 


4% 
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4. L’extrémale fournit un minimum local faible. En effet, soit 

h (-) E C1 ([0, 11). Alors 

1 1 

JC)+RC)= | (14 dt= \ +3 
0 


0 


h dt + 


Or Le 


1 1 
+ (ie (84h) de (+ | ie (84h) dt 
0 0 


On voit que si [14 (:) [1 < 3, alors 3 + k (#) => 0, donc 7 (x (+) + 
h() > 3 (& (1), c'est-à-dire x (+) € loc min. 
Nous allons montrer que x (-) ne fournit pas un extrémum fort. 
Examinons la suite de fonctions 


sé tE[0, {/n), 
t 
gt=} 0, éelt/n, 1/2 h, = | gi (t)dr, n> 2 
0 


[2/ Vn, t€(1/2, 1]. 
Ïl est facile de voir que k, (0) — k, (1) — 0 et que ||, (+) [lb 0 


pour n —c. Posons zx, (+) — x () + hhn(-). Nous obtiendrons 
ainsi une suite de fonctions {x, (-)} pour lesquelles x, (0) = 0, 
tn A)=1, 2, () x (:) dans C ([0, 4]) et 

1 1/n 


1 
Jan C=1+8 | gi di+ | gdi=1+ | (8n—n?) dt+ 
0 0 


1 
n | (+ —<—) dt — —Vn+0 (1) — — oo pour ñn — ©, 
{2 n nVn 
c'est-à-dire Sinjn — —00. 


Exemple 3 (l’extrémale existe, elle est unique et fournit un 
extrémum global sans être une fonction continûment dérivable). 


1 
1. 3 (&(-) = | 12/32 dt int; x(0)—0, æ(1)—1 
0 
(exemple de Hilbert). 
2. Equation d'Euler : © (22/37) =0 irc x=Cr, 
3. Solution générale: x = C,t!/8 + C,. L’unique extrémale qui 


satisfait aux conditions aux extrémités: x — t1/3, 
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4, Il est évident que l’extrémale est représentée par une fonc- 


tion qui n'appartient pas à la classe CT ([0, 11), car x (+) é C ([0, 1D), 
Nous allons montrer quand même que, parmi toutes les fonctions 
absolument continues x (-) satisfaisant aux conditions aux limites 
pour lesquelles l'intégrale 7 est finie, elle fournit un minimum glo- 
bal du problème. En effet, 





1 1 
= J (EC) ++ Î h dt+ | 3h dt > J(c(-). 
0 0 


Exemple 4 (il n’y a pas de solution du problème ni d’ex- 
trémale admissible même parmi les fonctions absolument continues), 
1 
1. JC) = | xt dt inf; x(0)}=0, æ(1)—1 (exemple de 
0 
Weierstrass). 
2. Equation d’Euler : _. (2Br)=0< Pr=Ce = Cr. 


3. Solution générale: x = C;/t + C,. Il n’y a pas d’extrémale 
satisfaisant à la condition aux limites x (0) = 0. 

4. Il est évident que 7 (x (+)) > 0 et que pour toute fonction 
absolument continue x (+), 4 (x (-)) > 0. Nous allons montrer que, 
dans notre problème, la borne inférieure est nulle. Considérons la 
suite de fonctions admissibles {x, (t)} — Arctg nt/Arctg n. On a 


1 

{ n? 

J (an (-))= LE nr di < 
0 


1/n 
dt 


dt 
amet) un vh 
0 Î/n 
Exemple 95 (l’extrémale admissible existe, elle est unique 
mais ne fournit pas d’extrémum). 


37/2 
1. J(x())— | (2?) dt inf; &(0)=x (5) =0. 
0 


9. Equation d'Euler: x + x = 0. 
3. Solution générale : x = C, sin t + C, cos t. Extrémale admis- 


sible unique : z = 0. 
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4. Considérons la suite de fonctions x, (f) — - sin À | IL est 


évident que x, sont des fonctions admissibles et que x, (:) =, () = 
= 0 dans CT ([0, 3x/2]) mais, ceci étant, 


Jen C)= (st) HE < 027 (CD. 


L'exemple 5 montre, en particulier, que l’équation d’Euler cons- 
titue une condition nécessaire d'extrémum sans être pour autant 
suffisante. On reviendra sur ce sujet au p. 5.7. 

Pour terminer, nous allons citer encore un exemple important 
où le problème n'admet pas de solution. 

Exemple 6. 

1 
J&()= (A —2)+ x) dt inf; +(0)=0, x(1)— 
0 
Dans ce cas, la borne inférieure de la fonctionnelle est égale à zéro. 
Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la suite minimisante 
de fonctions prises dans KCT ([0, 11) 
t 
4: ()— | sgn sin 2nnt dt, n=1Â, 2, 
0 
Les fonctions x, (+) tendent uniformément vers zéro et | x, (t) | — : 
à l'exception d’un nombre fini de points, c’est-à-dire 7% (x, (-+)) —- 
D'autre part, si x, (t) — 0, alors 7 (x, (+)) — 1, mais si x (t) = 0 


ona f{(x(-) > | x*dt > 0. De cette façon, la borne inférieure de 


Or 


… 


la fonctionnelle n’est atteinte sur aucune des fonctions admissibles. 

Révélons les causes de l’absence de solutions dans les exemples 
considérés. Le fait que la valeur numérique du problème de l’exem- 
ple 2 est égale à —o est dû à ce que l’intégrant doué de convexité est 
identiquement égal à —oo (cf. ci-après p. 5.5.3, théorème de Bogoliou- 
bov). L'exemple 3 montre que les espaces CL et ÆXC! ne sont pas 
naturels pour le problème proposé et suggère l’idée (qui remonte à 
Hilbert) que, généralement parlant, ce problème devrait être exa- 
miné dans « son » espace. Le fait que la solution trouvée pour cet 
exemple n’est pas différentiable et l’absence de solution dans l’exem- 
ple 4 sont dus à la violation de la condition de Legendre (la discussion 
des exemples 3 et 4 sera reprise plus loin dans les problèmes 9.10 et 
9.11 ; pour la condition de Legendre, cf. p. 5.5). L'absence de solu- 
tion dans l’exemple 5 s'explique par la présence d’un point conjugué 
sur l’extrémale (cf. p. 5.6). Les explications concernant l'exemple 6 
sont données au p. 5.9.3. 
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9.4. Problèmes aux extrémités mobiles. 
9.4.1. Position du problème. On appelle problème aux extré- 
mités mobiles le problème suivant dans l’espace CT (A) x R?: 


ti 
JC) to = | L( 2(0, z (D) dt+ 
+ Vo (lo, L(to), ta, t(ti)) —extr; (à) 
LE (bo; x (Lo), la, x (t1)) = 0, i="1, ..., M. (1) 


Ici, on désigne par À un segment donné fini, L = L (t, x, x) est une 
fonction de trois variables, 4%; — 1; (fo; Tos {1 21) est une fonction 
de quatre variables, £4, {, € À. A la différence du problème de Bolza 
et du problème le plus simple du calcul des variations classique, les 
extrémités de l'intervalle d'intégration sont mobiles et, par consé- 


quent, la solution du problème inclut une certaine fonction x (-) et 


le segment [£,, t,] sur lequel elle est considérée. Dans le cas général, 
les valeurs que prend la fonction x (-) aux points f{, et f{, ne sont pas 
obligatoirement données. Un cas particulier du problème (3) se pré- 
sente quand l’une des extrémités t, ou t, est mobile, tandis que l’au- 
tre est fixe. 

Le triplet (x (+), #6, £.) est dit admissible dans (3) si x (+) € C* (A), 
tot Eint À,t, Lt,etsi les conditions (1) sont satisfaites aux extré- 
mités. 


On dira que le triplet admissible (x (-), L; 4) fournit un minimum 
(maximum) local faible dans le problème (3) (dans l’espace CT (A) X 
X R?) s’il existe un Ô > 0 tel que, pour tout autre triplet admissible 


(& (-), to, t1) pour lequel | £, — k, | << 6, | à — é [<ôetf|zx (-) — 
— ZX (-) c:çA) <T Ô, l'inégalité 


J(z(-), Lo, h) > J (æ (: ), 7 t,) 
(J (x (-), Lo, À 1 LI (x (-), 7 t)) 


soit vériliée. Dans ce cas, on écrira (x (:+), £o, t1) € loc min 3 (loc 
max 3). 


Signalons que si (x (:), to, 4) E loc extr3, alors tout triplet 
admissible (x (+), £,, t,) tel que la contrainte de x (+) sur és t.] 


coïncide avec celle de x (-) fournira également un extrémum local. 
C’est pour cela qu’en relevant la réponse dans (3), il suffit de donner 


2 (-) seulement sur [és t.. 
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9.4.2. Règle de résolution. 
1. Former la fonction de Lagrange: 


L(zx(:), Lo, L4, À) — 


Li m 
_ | hL(é, æ, a)dt+ D Ai(te, æ(to), Hi æ(ti)), 
to i=0 
OÙ À — (gp, As + + +, Am) € R*1 sont les multiplicateurs de La- 


grange. 
2. Exprimer les conditions nécessaires : 
a) équation d’Euler: 


d A A 
— ob (8) + ho (E) = 0 : 


b) conditions de transversalité par rapport à x: 


A 


À L (to) = lx,, ho; ()= —l, 
m 
où Lit, Lo; L,, m)= 2 À; (Lo) Lo; L4, T1) ; 
i= 


c) conditions de stationnarité par rapport à és, L,: 


Lt9=0 + — Mb (ho) + D du (rs + Dis (bo)) = 0, 


Lu = 0 kb (3) +2 M (ie + Pit (É)) = 0 


(les conditions de stationnarité ne sont relevées que pour les extré- 
mités mobiles). 

3. Trouver les extrémales admissibles, c’est-à-dire les solutions 
de l’équation d’Euler qui sont des fonctions admissibles et qui sa- 
tisfont aux conditions b), c) à vecteur des multiplicateurs de La- 
grange À non nul. Pour ce faire, il est commode de considérer séparé- 
ment les cas où À, = 0 et À, Æ 0. Dans le second cas, on peut égaler 
Ào à l'unité ou à n'importe quelle autre constante différente de 
zéro. 

4. Trouver la solution parmi les extrémales admissibles ou mon- 
trer qu'il n’y a pas de solution. 

Nous allons montrer que la règle de résolution est formulée en 
conformité avec le principe de Lagrange. En effet, composons la 
fonction de Lagrange 


L(x(-), Lo; Li, À) — 


di m 
— | Lt, x, t)dt+ D Atos (to), ta æ(b)). 


Lo i—=0 


un 
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Du problème Z (x (-), f,, f. À) —extr par rapport à x (-) (problè- 
me de Bolza) on tire les conditions nécessaires a), b), alors que le 


problème Z (x (+), to, t1, À) —extr par rapport à £,, t, (problème 
différentiable élémentaire) fournit les conditions nécessaires c). 

Le système de conditions définissant le triplet qui fournit un 
extrémum est complet. En effet, la solution générale de l’équation 
différentielle du second ordre (de l’équation d’Euler) contient deux 
constantes d'intégration inconnues. Les multiplicateurs de Lagrange 
Nos Ms + + +; Am SOnt déterminés à un facteur constant près et con- 
tiennent donc m inconnues. De cette facon, compte tenu de deux 
extrémités d'intégration mobiles, on a en tout m + 4 inconnues. 
Pour leur recherche, on dispose de m + 4 équations: m conditions 
figurant en (1) du p. 5.4.1, 2 conditions de transversalité et 2 condi- 
tions de stationnarité par rapport à éx, k = 0, 1 

5.4.3. Conditions nécessaires d’extrémum. Ci-après sera donnée 
la démonstration de la condition nécessaire d’extrémum dans le cas 
particulier d’un problème à deux extrémités libres: 


1 
JC to = | LG 20, z()dtexr; (3) 


Lo 
T (0) = Po (bo),  (t1) = Pa (ii). 


Le cas général est examiné au p. 8.1.5. 
Théorème. Soit O(R$), L:U—R, LEC!'(X), 


z ()EC'(A), (Hz (, Tr (O)EU VIEAU,EO (,R), œ: A —+ 
+R, p; ECT(U;), x (é;) = Pi (£), i — 0, 1. 

Alors, si (x (-), ee f,) € loc extr 3, 

a) l'équation d’Euler 


+ L: (+ L:. (t) =0 V 4 lb, ki] ; 


b) les conditions de transversalité 


L'(t)= Li (ti) (x (t)— pi (ti), 1=0, 1, 
sont réalisées. 

Il est aisé de voir que les conditions de transversalité ci-dessus 
sont équivalentes aux conditions de transversalité du p. 5.4.2 compte 
tenu des conditions de stationnarité par rapport à £, et à £.. 

< L’équation d’Euler est réalisée en vertu du théorème du 


p. 9.2.3, car x fournit également un extrémum local de la fonction- 


nelle / en présence des conditions aux limites fixées x (#;) = % (é:), 
i — 0, 1. Nous allons démontrer la condition de transversalité à 
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l'extrémité droite (au point £.,). La démonstration de la condition de 


transversalité à l'extrémité gauche (au point 40) se fait de façon 
analogue. 
Considérons la famille monoparamétrique de fonctions x (t, C) — 


= % (&) + C'(t—1t,) et la fonction de deux variables 4 (é, = 
— x(t,, C) — y, (ft). Conformément à la condition, 1 (., 0) — 
=; (4) — 1 (4) — 0. Ensuite, Ve (£., 0) — ê, —— d: ae 0. D'après 
le théorème de dimension finie sur une fonction implicite (p. 1.9.3), il 
existe une fonction continüment dérivable 4, —C (t,) telle que 


CG) = = Oetz (hi, C (ts) = ga (fs); par ailleurs, C” (,) — (1 (6) — 


—— À ,))/ (é, re to). 
Posons 


A(t)=3(x(, C(h)), to 4) = 


ta : 
= | L(E, 2 (+ C (HE), 2 (0+C (4) dt 
9 

Etant donné que (x (-), Le, t,) € loc extr 3,ona t. € loc extr À. D'ici, 
en vertu du théorème de Fermat (p. 2.1.3), À’ (£,) — (0. En déri- 
vant la fonction À (f,) au point t, — LE on a 

ti 

OZ (&)+ 0" (À) À (Le (0 (— À) + É; (9) dt. 

to 

En intégrant par parties compte tenu de l’équation d’Euler et en 


substituant l’expression correspondant à C’ (4), on obtient la con- 
dition de transversalité à l'extrémité droite: 


A 


0 L (8)+ 0" () (| OH É:O) (à) dt+ 


A 
to 


à) Ê: OT) = LÉ) Cu ÉD 2 6) LG). D 
T 


5.4.4. Exemple. Y(x(-), T)— | (a2—x +1) dt extr ; x (0)— 


0 
Solution. 1. Fonction de Lagrange: 
T 


ce | do (&2—x+ 1) dt + x (0). 


0 


Ur. 
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2. Conditions nécessaires : 
a) équation d’'Euler pour l’intégrant ZL = À, (x? — x + 1): 


à à , 
— 4 Li+Li.=0 12, (2x + 1) = 0 ; 


b) conditions de transversalité par rapport à x pour le terminant 
Î = }x (0): 
Le (0)= los LT) = — Tam hot (0) = 

A0 (T) = 0 

c) condition de stationnarité par rapport à T (relevée seulement 

pour l'extrémité mobile): 
Lr(D)=0 h (&(T)— x (T) +1) = 

3. Si À) = 0, alors de b) il vient que À = 0 et il s'avère que tous 

les multiplicateurs de Lagrange sont nuls. Posons À, = 1. Dans ce 


cas, de a) il découle que x — —1/2. La solution générale de cette 
équation différentielle se présente comme suit: æ — —{*/4 + Cit + 
+ C4. Etant donné que x (0) = 0, on a C, = 0. Pour déterminer les 


inconnues C, et T, on dispose de deux équations: x (Ÿ) — 0 et 
x? (T)— x (T) + 1 — 0. En résolvant ce système d'équations, on 
trouve que T = 2, C;, = Î. 


4. Le problème dispose d’une seule extrémale admissible x = 
— —{*/4 + t considérée sur le segment [0, 2]. Nous allons montrer 


que (x (-), T) ë loc extr. En effet, pour la fonction x (t) — t — #%/4, 


J (&( 2_r+4)d 


T 3 
: (sh) ar 


Pour les valeurs de 7 proches de Î = 9, la fonctionnelle 7 (x (+), T) 
peut prendre des valeurs aussi bien inférieures que supérieures à 
J (x GC) T). : 

Prenons la suite de couples x, (t) = t, 7, = n; alors Ÿ (x, (:), 
Th) ——o pour ñn — +o. Donc Si, = —c. Il est évident que 


x — +00. 


3.0. Conditions nécessaires d’ordres supérieurs et conditions suf- 
fisantes. Théorème de Bogolioubov. 
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9.9.1. Problème le plus simple. Considérons le problème le plus 
simple 
li 


J (x (-))= \L (£, x, x) dt—inf; Z(b)=to, x ()=2, (3) 
to 


où L:U—R, 4 € O (R*),. 
Supposons encore que l’intégrant L appartient à la classe C? (A) 


au moins. Soit x (+) EC? (fo, 11, R”) une extrémale de (3), ce qui 
veut dire que l’équation d’Euler est satisfaite sur x (-). 

On dira que la condition de Legendre est réalisée sur x (:) si 
L.. #)>0 Vite [,, t.let qu’il en est de même pour la condition ren- 


forcée de Legendre si L.. @ > 0 Vreft, #1. 
Sous nos suppositions faites quant à la différentiabilité de 


l’intégrant L, la dérivée seconde de la fonctionnelle au point x (:) 
est de la forme *): 


J'RCDEC), ze Æ (&())= 
ti 
= | (Az, 2)+2(Cx, z)+(Bz, x) dt, (1) 
do 
où À (9 = L.. (9, B (0 = Las (6), 2C (0 = LE (D + L: ©. 
L'équation d’Euler pour la fonctionnelle &#, c’est-à- dire l’équa- 
tion 


— (4x4 C#x)+Cr+Bz=0 


est appelée équation de Jacobi pour le problème initial sur l'extré- 
male x (-). 


Supposons réalisée sur x (-) la condition renforcée de Legendre. 
Alors le point + est conjugué du point t, s’il existe une solution hk 
non triviale de l’équation de J'acobi pour laquelle À (&,) = h (t) = 0. 
On dit que la condition de Jacobi (la condition renforcée de Jacobi) 








02L }” 
+ D : 1 e == e. " . 9 + 
) De plus, il faut avoir en vue que Le Babes 6 jauge 
0?L n ; 
— ): js €t que pour la matrice D = (di)? ne la relation 


07:07; 


n , 
(Dzx, y)=— ÿ dijx jy; est vraie. 
i, J=1 
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est réalisée sur x (-) si dans l’intervalle (£,, t,) (dans l'intervalle 
semi-ouvert (t,, t,]) il n’y a pas de points conjugués de #4. 
L’équation de Jacobi est une équation linéaire du second ordre 
qui, en vertu de la condition renforcée de Legendre, peut être réso- 
lue par rapport à la dérivée seconde. Soit Æ (t, t,) la solution matri- 
cielle de l’équation de Jacobi avec les conditions A (£,, to) = 0, 


H (6, 9) non dégénérée (habituellement, on suppose H (0 Eh D) 
Il est évident que le point tv est le conjugué du point t, si, et seule- 
ment si, la matrice A (x, t,) est dégénérée. Cela fournit le moyen 
analytique qui permet de trouver les points conjugués. 


Sid = V X R', VEO (R"#*1) et si la fonction x —L (t, x, x) 
est convexe (strictement convexe) Ÿ (6, x) € V, on dit alors que 
l’'intéorant L est quasi régulier (régulier) sur V. 

Théorème 1. Conditions nécessaires pour 
un minimum faible. Supposons que l’intégrant L dans le 
problème (3) satisfait à la condition de différentiabilité L € C3 (A). 


Si x (-)E C? (lé, t,}, R°) et fournit un minimum faible dans (3), 


alors la fonction x (+) doit être l’extrémale sur laquelle sont satisfaites 
les conditions de Legendre et de Jacobi. 

Conditions suffisantes pour un mini- 
mum fort. Soient À = V X R°, VE O (R"“*1 et supposons 


l'intégrant L € C* (UL) quasi régulier sur V. Dans ce cas, si z()E 


€ C3 (Co, 1.11, R") et si de plus x (-) est une extrémale admissible sur 
laquelle sont satisfaites les conditions renforcées de Legendre et de 


Jacobi, alors x (+) fournit un minimum fort du problème (3). 

Dans le cas des fonctionnelles quadratiques de type (1), le pro- 
blème peut être étudié jusqu'au bout. 

Théorème 2. Supposons que dans le problème (3) la fonction- 
nelle est de la forme (1) et que de plus les matrices À et C sont continüû- 
ment dérivables, que la matrice B est continue et que la condition ren- 
forcée de Legendre À ()>0 Vt6€fé,, t,l est satisfaite. Dans ce cas, 
si La condition de Jacobi n'est pas remplie, c'est-à-dire s'il y a un 
point conjugué dans l'intervalle (t,, t:), alors la borne inférieure dans le 
problème est égale à —oo. Si la condition renforcée de Jacobi est sa- 
tisjaite, alors l'extrémale admissible existe, elle est unique et fournit un 
minimum absolu. 

9.9.2. Problème de Bolza. Considérons le problème de Bolza 


li 


Pe()= | L( à, 2) dt+t(x(t), z (4) int, (3) 


to 


où L'U—R, ŒEO(RHA), L' TR, FT EO(R?). 
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Théorème 1. Conditions nécessaires pour 
un minimum faible. Supposons que dans le problème (3) 
l'intégrant L et le terminant l satisfont aux conditions qui impliquent 


la différentiabilité L € C3 (AL) et 1 € C? (T°) respectivement. Si x (-) € 
E C? (Ts, 4}, R°) et si elle fournit un minimum faible du problème 


(3), alors sur x (+) sont satisfaites l'équation d'Euler, les conditions de 
transversalité et les conditions de Legendre et de Jacobi: si c’est la 
condition renforcée de J'acobi qui est satisfaite, alors la forme quadrati- 
que P + Q doit être non négative. Ici, 


Q= Qt 2) =" (t(t0), 2 (4)) ro 21), (Go %)l, 
P= P (to 21) = (A (#3) (Ho (ts) to + Ai (ts) 2), x) — 
— (A (to) (Ho (£o) x + H, (£o) ta), To) + (C (ts) Zi, 4) — 
—{(C (to), Go, 20, A(t)= Li: (8), 2C(H)=L* (+ L.:(E, 


XX 
H; est la solution matricielle de l'équation de Jacobi avec la condition 
Hi (5) = ;;1. 
Conditions suffisantes pour un minimum 
fort. Soient À = V X R', VE © (R"*1) et supposons l’intégrant 


LE C* (QL) quasi régulier sur V. Dans ce cas, si x (+) E C3 ([to, il, R"), 


si sur x (+) sont satisfaites l'équation d’Euler, la condition de 
iransversalité, les conditions renforcées de Legendre et de J'acobi, et si 


de plus la forme P + Q est définie positive sur x (-), alors x (+) fournit 
un minimum fort du problème (3). 

Comme ci-avant, le cas des fonctionnelles quadratiques fait 
l’objet d’un théorème à part. 

Théorème 2. Supposons que la fonctionnelle intégrale du 
problème (3) est de la forme (1) du p. 5.5.1 et que de plus les matrices 
A et C sont continûment dérivables, alors que B est continue et que le 
terminant L(to, 1) = (axo, to) + 2 (Yto, 21) + (Pay, 21), où 
@, P, y sont des matrices de dimension n X n. Supposons en outre la 
condition de Legendre À (t) => 0 satisfaite. Dans ce cas, si l'intervalle 
(Los Li) contient un point conjugué, la valeur du problème est égale à 
— 00. Mais si c’est la condition renforcée de Jacobi qui estsatisfaite et 
si la matrice P + Q introduite ci-dessus est définie non négative, alors 


l’extrémale admissible sera x (+) = (0. 

Les théorèmes 1 et 2 des pp. 5.9.1, 5.5.2 seront démontrés au 
$ 10 où sera déduite la condition nécessaire pour un minimum fort 
de Weierstrass. 

9.9.3. Théorème de Bogolioubov. Le lecteur aura remarqué que 
les conditions nécessaires et suffisantes figurant dans nos théorèmes 
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diffèrent les unes des autres: la quasi-régularité ne caractérise pas 
les conditions nécessaires, tandis que les conditions suffisantes en 
sont affectées. Le théorème ci-dessous montre que du point de vue 
théorique les intégrants figurant dans les problèmes du calcul des 
variations peuvent être considérés quasi réguliers: en remplaçant 
l'intégrant par sa quasi-régularisation, c'est-à-dire en le douant de 
convexité par rapport aux dérivées, on aboutit à un nouveau problè- 
me dont la valeur numérique est la même que celle du problème 
initial. 

Théorème. Soient UE O (R?"*1), L: LU +R un intégrant 
continu, L (t, x, +) l’adjointe seconde (au sens de l'analyse convexe 


(cf. p. 3.1.2)) de la fonction tr L (EE: x), 
ta 
Je())= [LG à, dtint; (tt 22,  @) 
to 
le problème le plus simple d’intégrant L. Alors la valeur numérique du 
problème 
li 
J(C)=ŸL(, à a) dtint; 2(p=r 2()=2 (à) 
Lo 


Pat 


se confond avec la valeur numérique du problème (3). De plus, pour 
toute fonction x (+) E CT (lé,, tl), x (to) = xo, x (t1) = x,, il existe 
une suite {x, (-)}h>1 telle que x, (+) —x (+) dans l'espace C ({t,, t,l) 
et Lim 7 (nr ()) = 7 ( (-)). 


NN — 00 

Du théorème qui vient d’être formulé, il est immédiat que la va- 
leur numérique de l’exemple 2 du p. 5.3 est égale à —co. Dans l’exem- 
ple 6 du même paragraphe, l’absence de solution est due à la non- 
convexiié de l’intégrant. Là aussi, on a construit une suite de fonc- 
tions qui converge vers une fonction identiquement nulle à valeurs 
d’intégrales tendant vers la valeur numérique du problème. Une 
méthode analogue est utilisée pour démontrer le théorème de Bogo- 
lioubov. 


9.6. Théorie du champ. Equation de Hamilton-Jacobi. 
9.6.1. Champ, fonction de pente du champ et S-fonction. Soit 
Li 
J@()= ÎL(E 2 (0, 2(D)dt, L'UHR, UEO (R2*), 
Lo 
la fonctionnelle du problème le plus simple du calcul des variations 


classique et soit x (-) une certaine extrémale de cette fonctionnelle 
appartenant à la famille d’extrémales {x (+, A)},x (+, À) € CT (fé, ti], 
R"), de paramètre ÀE AE O (R’). 
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On dira que x (-) est entourée d’un champ d’extrémales x (t, À) s’il 
existe un voisinage G du graphique l, = (0: x (&)) E RLILE 
€ (to, t]} tel que pour tout point (rt, £) de ce voisinage il n’y a qu’une 
seule extrémale de la famille susmentionnée qui passe par ce point. 
Plus précisément, il existe une fonction À: G — R"7, À = À (x, Ë), 
de classe CT (G) et telle que x (rt, À) = Ë<= À = À (rt, Ë). La fonction 
u: G—RT, u (rt, Ë) = Lx (£, À (T, e))| , est appelée fonction 


1—= 
de pente du champ. 
S’il existe un point (£,, x.) tel que x (4, À) = x, pour tous les 


À E À, on dit que x (-) est entourée d’un champ central d’extrémales. 
Le point (14, x.) est appelé centre du champ, alors que la famille 
x (t, À) est un champ central d’extrémales. 
To 
Exemple. (x C)}=+ | (x2— x?) dt (oscillateur harmonique). 
0 
Les extrémales de cette fonctionnelle sont de la forme x (t) — 
— C, sin té + C, cos t. L'ensemble des extrémales x (t, À) = Asint 
constitue le champ central d’extrémales de centre au point (0, 0) 


qui inclut en particulier l’extrémale x (t) = 0 et qui recouvre la 
bande 0  t x. La fonction de pente du champ uw (rt, £), 0 << T < 
<< nr, est calculée de la façon suivante: on prend l’extrémale du 
champ qui passe par le point (t, Ë) (c’est-à-dire Ë sin t/sin tv) et on 
calcule la dérivée de cette extrémale au point t. De cette façon, 
u (t, £) = E cotg T. 

Au p. 10.3.1 on montrera que si LE C4 (U), x (+) E CS (Léo, tl, 
R”) est une extrémale de la fonctionnelle ,/7 et si les conditions ren- 
forcées de Legendre et de Jacobi sont remplies, alors l’extrémale 


x (+) peut être entourée d’un champ (central) d’extrémales. 

Signalons le sens géométrique qui prend le point conjugué pour 
n — À. Dans ce cas, le point conjugué est le point d'intersection 
des extrémales « infiniment proches ». Justement, si l’on considère 
le champ central d’extrémales x (+, À) qui satisfait aux conditions 
Ztx, À = x (tx), x (tx, À) = x (t4) + À, il résulte que les points 
conjugués sont représentés par les points où l’extrémale coupe l’en- 
veloppe de la famille obtenue. Autrement dit, il faut résoudre l’équa- 
tion zx; (é, À) — 0. Pour plus de détails, cf. [1I. 


Soit x (+, À) le champ central qui entoure l’extrémale x (-) de la 
fonctionnelle . Posons 


S{r, = | LE 2 (6 2x, 5), à (8, Ac, D) dé. 
LE 
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ES 


C’est la S-fonction du champ central x (+, À). Au p. 10.3.1, on montre- 
ra (toutes les suppositions ci-dessus sur la différentiabilité de ZL et 


de x (-) étant faites) que la différentielle de la fonction S est de la 
forme 


dS (t, Ë) = — (x, &) di + (p (t, &), dé), 
où pr, = L. (x, Eux, E), H(t E)= (pr, E), u (x, E) — 
— L (T, 6; u (T, 6)). 


Pour le champ central introduit dans l’exemple qui vient d’être 


2 
examiné (oscillateur harmonique) S (rt, £) — € cotg L: 


5.6.2. Formule fondamentale de Weierstrass. Soit f: R°— R 
une fonction dérivable de x variables. Appelons la fonction 


E(x, z)=f(x)—f(x)— (f(x), z'—x) (1) 


fonction de Weierstrass correspondant à jf. Le sens géométrique de 6 
réside en ce qui suit: 6 (x, x’) représente la différence au point x’ 
entre la valeur de j et la valeur de la fonction affine tangente au 
eraphique de f au point x. Il s'ensuit que si f est convexe, alors 


(x, x) >0 Vx, 2x ER. 


On peut montrer que l’inverse est également vrai. 
Soit ZL l’intégrant de la fonctionnelle / du problème le plus 
simple du calcul des variations classique. La fonction 


Et, au, n=L(t, zx, 2)—L(t, x, u)—(L:(t, x,u),z—u) (1) 


est appelée fonction de Weierstrass de la fonctionnelle . En con- 
frontant les fonctions (1) et (1’), on voit que 6 (£, x, -+, -,) est la 


fonction de Weierstrass de la fonction x +L (£, x, . où ét et x 
jouent le rôle des paramètres. 

Ce qui vient d’être dit montre que la quasi-régularité (régularité) 
de l’intégrant Z dans le domaine V (p. 5.5.1) équivaut à ce que 


É(tzx,u, a >0(E(, x, u, x) >0, zu) 
V(É, 2)EV, (u, z)ER?. 


Admettons que l’extrémale z (-) est entourée d’un champ central 
d’extrémales x (+, À) et que x (+) € KCT ([é,, t,], R'")est une cer- 
taine fonction dont le graphique est disposé dans un voisinage suffi- 


samment petit du graphique de l'. de plus, x CRE x (t) —_ 


8—0643 
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— x (t,). Alors 


é la x def 4 A 
jas(, 2()= (as(, 2@)= | (HG 2)+ 
Lo Lo to 


. t1 . 
HG 20), 24e TL, 20, 2) 


Lo 


—{p(t, 20), z(D)+Gp(, 2), 2 (D))d=ÿ((). 


D'où 
l1 l1 
JeC)—I@()= ÎLE 20, 2(0)4— Tas(t, 2 (= 
li | É 
= L(LG (0, 2 ()—L( 2, u (6 &(D))— 


— {r—u(t, xd), Li(é z(t), ut, x(#)))) dt= 
1 
= |6( (8), u(e 2 (D), & (6) at. 
to 
Cette formule est appelée formule fondamentale de Weierstrass. 
Dans l’exemple examiné ci-avant (oscillateur harmonique), pour 
x () = 0, T, << x, on obtient l'identité 
To 
; L LS 
He (a (= | (22 (0 —22 (0) dt = 
0 


T 
= | (a()—ctg (te) x (#))? dé, 
0 


qui est réalisée pour toute fonction zx (+) € KC1([&,, t.l), x (0) — 
— x (T5) = 0 si seulement e est tellement petit que T, +e< x. 

5.6.3. Equation de Hamilton-Jacobi. Théorème de Jacobi. 
Soit 7 la fonctionnelle définie au p. 5.6.1 à intégrant régulier Z. 
Alors les relations 


p (t, x) — L. (£, x, u (t, x)), 
—H (t, x) = L(t, x, ut, x))— (p(t, x), u (t, x)) 
obtenues au p. 9.6.1 signifient que la transformation de Legendre- 


Young-Fenchel de la fonction x +L (LT x), que nous allons noter 
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GE (Lt, x, p), ns d’une propriété en vertu de laquelle S£ (£, x, p X 


X (#, x) = — Ï (t, x). Mais cela signifie que la S-fonction du champ 
central vérifie l’équation 
os as 2) (Gé, \ 
224 3 (e, à SA) 0 


Cette équation est appelée équation de Hamilton-Jacobi. Elle est 
vérifiée par un grand nombre de S-fonctions construites sur d’au- 
tres champs qui ne sont pas obligatoirement centraux. 

Dans l'exemple examiné ci-avant (oscillateur harmonique), l’équa- 
tion de Hamilton-Jacobi est de la forme 


08 |: 1 [98 \2, »\ 
Ft ((&) +2)=0 
La méthode proposée par Jacobi permet de trouver la solution 
générale de l'équation d’Euler en intégrant l’équation de Hamilton- 
J acobi. 
Théorème de Jacobi. Supposons que la famille de fonc- 
tions S (t, x, &«) dépendant du paramètre à € R" vérifie dans un cer- 
tain voisinage du point (to, to) l'équation de Hamilton-J'acobi 


5 6, #, 0) + se (+ 2. ed ) 0 


pour toutes les valeurs du paramètre à« dans un certain voisinage du 
point &. Si la fonction S est deux fois continüment dérivable dans un 
ne V CC R?"*1 du point (ts, ïo, &o) dans lequel, de plus, 


det 
= Ô0a 
tain voisinage du point to, La solution générale de l'équation d’Euler [21. 
Dans l'exemple examiné ci-avant (oscillateur harmonique), on 
cherche l’intégrale complète de l’équation de Hamilton-Jacobi sous 
la forme S = g (t) + f (x). Alors 





| —£ 0, alors les relations S, = B représentent, dans un cer- 





g (D + ++ f2(2))=0g(1= Et, 
f(x) — | Va — 2? dr a. 
0 
De l'équation S, = B, on obtient 
0 
p= — L ut V2 d+a) = xz=C sin (£+ 7). 


Nous venons d'obtenir la solution générale de l’équation d’Euler, 
8 * 
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9.7. Exemples. 
‘Exemple f. 


To 
| (?— 2?) dt inf; z(0)=0, x(To)=ë, T>0 
0 


(oscillateur harmonique). 

Solution. 4 L = x? — x? 

2. Condition nécessaire: équation d’Euler x + x = 0. 

3. Solution générale de l’équation d’Euler: x (t) = C, sin t + 
+ Co cos t. 


4. Appliquons les conditions suffisantes. La condition de Legen- 
dre est satisfaite, car L.. = 2 > 0. Vérifions la réalisabilité de la 


XX 
condition de Jacobi. Dans notre cas, l’équation de Jacobi se confond 
avec l’équation d’Euler. La solution » de l'équation de Jacobi avec 


les conditions À (0) — 0, hk (0) 0 est de la forme A(t) — À sin ft, 
A z£ 0. Les points conjugués du point zéro constituent les zéros de 
l'équation sin t— 0. Le point conjugué du point t, le plus proche de 
zéro c’est st. 

Réponse. Du théorème 2 du p. 5.5.1, il résulte que, si 7, < x, 
alors x (t) — £& sin t/sin T, E abs min; si 7,1, alors Sin = 
= —0co. Pour T, = x, Ë — 0, les extrémales admissibles sont de la 


forme z (t) = Csint, Smin — 0; pour ËÉZÆO, Sin — — 0. 
Exemple 2. 


To 
À (x? + x + 2x2) dt —+ extr ; 
0 


2 (0)= tin (To) =, i=1, 2. 


Solution. 1. intégrant : L— gi ++ 2Tite. 
2. La condition nécessaire est donnée par le système d’équations 
d'Euler : 


Li — Lo, Lo — Li À; — L4, Lo — Loc 


3. Solution générale du système d’équations d’Euler: æy (ft) — 
= Csht+C, cht+C, sin t+0C, cos t, x, (t)—=C, sh t +C, ch { — 
— C;sin t— C, cos t. 

4. Appliquons les conditions suffisantes. La condition de Legen- 
dre est satisfaite, car la matrice À — Î est une matrice unité. Le 
système d'équations de Jacobi se confond avec le système d’équa- 
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tions d'Euler. En qualité de Æ (t, O) utilisons la matrice 
D t sin | 
shé —sint] 


1 1 
{ MEL det Æ(t, 0)— —2shtsiné. 


Par ailleurs, 


det À (0, 0) — 





Points conjugués : t = kn, k€ N. 
Réponse. Pour T,< x, il n’y a qu'une extrémale et une 


seule qui fournit un minimum absolu; pour T, > n, Smin — —%, 
Le cas où T, = x requiert une étude complémentaire, Sas —= ©. 
Exemple 3. 
xt/2 


HA 


| (x? — x?) dt + ax? (0) + fr? (=) + 2yzx (0) x (+) — inf. 


0 


Solution. 1. Intégrant: L — 2 — x? ; terminant: | = 

= ax? (0) + Br? (x/2) + 2yx (0) x (x/2). 
2. Conditions nécessaires : 

a) équation d’Euler: x + x = 0; 

b) transversalité par rapport à x: 

x (0) = ax (0) + vx (x/2), x (x/2) = —Pz (x/2) — yx (0). 

3. Solution générale de l’équation d’'Euler: x (t) = C, sin £ + 
L C, cost. Extrémales admissibles: si (y — 1)? — af = 0, alors 
x (t) = 0; si (y — 1) — à — 0, on obtient une famille d’extré- 
males dépendant d'un paramètre. 

4. Appliquons les conditions suffisantes. La condition renforcée 
de Legendre L.. — 2 > 0 est réalisée et, de plus, l’intégrant L est 
quasi régulier. L’équation de Jacobi se confond avec l’équation 
d’'Euler. La solution de l'équation de Jacobi k + h — O0 avec les 
conditions aux limites À, (x/2) = 0, h, (0) = 1 et h, (0) = 0, 
h, (x/2) = 1 est fournie par les fonctions k, — cost, h, = siné, 
La forme quadratique P + Q se présente comme suit: 


2 2y—2 
+0 % | 
Cette forme est définie positive pour & > 0 et af — (y — 1}? > 0, 
_ être définie non négative pour & < 0 ou x > 0 et af— (y—1)< 
< 
Réponse. a>0 et aB—(y—1? >0—=x()=0€ 
€ abs min; 
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a>œ0 et af—(y—1}<LO ou a <O = 2 (t)éloc extr ; 


Mid 0 


«> 0 et af — (y — 1)? = 0 ou « = 0 et ap — (y — 1}? > 0 = 


= une étude complémentaire. 


za 


Problèmes 


Résoudre les problèmes de Bolza 5.1 à 5.7. 


1 
5.1. \ 22 dt + 4x2 (0) — 5x2 (1) + extr. 
0 


1 
5.2. (22 + 22) dt — 9x (1) sh 1 + extr. 


0.3. fe x? + 2? — 4x sin t) dt+ 2x2 (0) + 2x (x) — 22 (x) — extr. 
0 


LA] 


T/ 


9.4. | @ 2— x?) dt + 22 (0) — x2 (+) +4 (+) extr. 
0 | 
5.5. (S) À (x2+- 72) dt + ax? (To) extr. 
0 


1 
5.6. | (ait + aus) dt Le (0) (1) La (1) 2, (0) + extr. 
0 


| 2z (x + x) dt + 3x? (1)— x? (e) — 4x (e) — extr. 


Trouver les extrémales admissibles dans les problèmes de Bol- 
0.8 à 9.10. 


5.8. | 4x2r? di + 24 (0) — 8x (3) —+ extr. 


5.9. | eïx? dt + Le*O + 39e") + extr. 


5.10. | ef*t (224 222) dt + 2x (1) (x (0) +1) extr. 
0 
Résoudre les problèmes les plus simples du calcul des varia- 


tions classique 5.11 à 5.80. 


ÿ 0] 


9.11. 


9.12. 


9.13. 


9.14. 


9.19. 


9.16. 


9.17. 


9.18. 


9.19. 


9.20. 


9.21. 


9.24. 


e 
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x? dt extr: 2(0)=1,; z(t)=0: 

2 dt—extr; x(0)=0, x (To) —E. 

(x— 2?) dt—extr; x(0)=x(1) = 0. 
(22—x)dtextr; æ(0)—0, x(To)—E. 
(a2tz) dtextr; æx(0)=zx(1)=0. 
(t2x — x?) dtextr; x(0)—x(1)=0. 


2x3 dt-extr; x(0)=—0, x(To) = E. 


5 On Or ra oc (es LE ot 5 Ot 


(29 
“ © 
D 


(a3— 2?) dtextr; x(0)=0, x(Ts)—<E. 


5 oc ce —, 


(x La dt—extr; x(0)=0, x(Ts)=E. 
tr? dt + extr; x(1)=0, x(e)=f. 


({+t)adtextr; z(0)=0, r(1)=1. 


| (4x2 + 2x) dtextr; x(1)—1, x(e)=0. 


em. 


(zx — tx?) dtextr; æ(1)=1, x(e)=2. 


nr, À ee 


(+27) divextr; 2(0)=0, &(+)=1. 
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9.25. 


9.26. 


9.27. 


5.28. 


9.29. 


5.30. 


5.31. 


9.39. 
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tr? dt—extr; x(1)=3, x(2)=1. 


({2—1)22 dt-extr; 2(2)—0, x(3)=1. 


ND) 0 me ne NO 


| (2x — t2x?) dt—extr; æx(l)=e, x(e)=0. 


1 

1 

| ar? dt extr; z(0)=1, x(1)= V2. 
0 


4/3 


F3 


(S) | Ædiextr; 2(0)=1, x | =. 
0 


x? 


ex? dt extr s æ(0)=0, x(1)=In4. 


(x? xx) dtextr; æ(1)=0, r(e)=1. 


(2224 1972) dt extr; æ(0)=0, æx(1)—1 


de Hilbert). 
1 
| (a2+ 2%) dt + extr; z(—1=r(1)=1. 
—1 
1 


| (x2+ 4x2) dt —+ extr ; z(—1)=—1, x(1)= 


1 
1 


9.36. | (22 7° +2x) dt—extr; x(0)—zx(1) =0. 


9.97 


0 


1 
| (a+ a+ tx) dt—-extr; æx(0)—x(1)=0. 
0 


(x? + 2x + 12ëx) dt extr; x(0)—x(1) =0. 


(CH. II 


(exemple 


1. 


PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES DU CALCUL DES VARIATIONS 121 


1 
9.38. | (&rsint—a?_ 2?) dt extr; z(0)=zx(1) =0. 
0 
Te 
5.39. | (e2+ 22 + 6x sh 26) dtextr; æ(0)}=x(1)=0. 


=] 


5.40. | (22-La2—4rsint) dtextr; x(0)=0, (To) —E. 


© 


5.41. | (424224 6xsh9t) dtextr;  æ(0)}—0,  x(To) —<E. 


5.42. | (x?4Lzx?+ärsht)dtextr; æ(0)=—1, x(1)—0. 


(3 


5.43. | (x2+a2+4rsht)dtextr: x(0)=0, (To) —E. 


5.44. | (x24+x2+4rcht)dtextr; x(0)=x(1)=0. 


5.45. | (x?+zx?+4rcht)dt-extr; x(0)=0, x(To)=E. 


a 
N 


= Om 


5.46. | (æ2—x?)dtextr: (0) —1, z (+) =0. 


rt/4 

5.47. | (Ga? 2?) dt + extr; æ(0)=1, (+) =0. 
0 
x /4 . 

9.48. | (a2— 4x?) dt extr ; x (0) = 0, 5 (+ )=1. 
D. 

5.49. | (a?—4xt)dtextr; 2(0)—0, 2 ()= —1. 
0 
Le . 

9.90. | (2z+22— x?) dt —extr; z(0)=x (+) 0. 


[AT 


D 


9.91. 


(x2— 22 — 97) dt—extr; x(0)=0, x (+) —= 0 


122 


9.92. 


9.93. 


9.94. 


2.99. 


9.96. 


9.97. 


D.98. 


9.99. 


5.60. 


5.61. 


5.62. 


9.63. 


9.64. 


5.65. 
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x /2 ; 
| (x?—12— 1x) dt -extr; x(0)=x (+) = (. 
0 
m2 
| (x?— x? + 4xsht) dt —extr; z(0)=x(+)=0. 
0 
To. 
| (&2—2?+ 4x sh 1) dt extr; z(0)=0, r(To)—E. 
0 
Tx/2 k 
| (6x sin 2t+22— 2) dtextr; æx(0)—=x (+) =0. 
0 
To 
| Ga? — Gr sin 2t)dt—-extr; x(0)=0, x(To) =E. 
0 
r/2 | 
| (4x sin t+x2— x?) dt + extr; z(0)=x(+)=0. 
0 
31/2 


37 


| (22 — 22 — 4x sin t)dt—extr; x(0)=x (+) = (. 


1/2 
| (x2—22+4xcost) dt -extr; zx(0)—=x (+) = 0. 


© 


; a 
(x2— 224 4xcost) dt extr; x(0)—0, (+)= 


z(0)—0, x(Ts) = E. 


| 3 
(x2 — 4x cos t — x?) dt + extr ; x (0) — 0, (+ — 


(x? — x? + 4x cost) dt + extr; 
(x2+ 3x2) e2 dt — extr ; x(0)=1, x(1)=e. 
x (0) =0, x(1)=e. 


(x2— 22) e2t dt + extr ; 


z(0)=0, æ(To)—E. 


(x2— 22) et dt + extr; 


ot 5 One Or y Se 


x 


$ 5] 


9.66. 


9.67. 


9.68. 


5.69. 


5.70. 


5.71. 


5.72. 


9.73. 
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cosxdtrextr; æ(0)=0, x(To)—E. 
0 

To, e 

| ei dt extr; x(0)=0, x(To) =E. 
0 

To 


| (a5+ 5x) dt +extr; x(0)=0, x(Ts) —Ë. 


© 


1 
(S) | (1— 22) dt + extr ; x(0)=0, x(1)—EËE. 
0 


To 
(x2— xx$) dt—extr; æx(0)—0, x(T;,)=0 (entreprendre 
Û 


une étude d’extrémum pour l’extrémale admissible x (t) = 0). 


1 


5.74. | (22—4n%r+9tat) dtextr; æ(0)=0, z(1)=0 (en- 


0 


treprendre une étude d’extrémum pour l’extrémale admissible 


z(t)= 0). 


5.75. | 





1/2 Va: = 
: 1 2 { 3 
EE dt extr; A0 |, r(—) L 





Vite gg oxtr; x | : )=1$, 2(1)= 1: 





1 . 
9.77. (Vité g extr tt) =to T(t4) =T%4 


(Zo = O, 


Lo 
x, > 0). 
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To 





9.78. | x V1 Lrdt— extr; x(T;s)=2(—T;)=E 
Te 
(problème d’une surface de révolution minimale). 
1 . 
0.19. | Lire dt—extr; z(to)=2to, 2(t)=m(x > 0,2 > 0) 
HA 
to 


(problème de la brachistocrone). 
To PER 
5.80. | Vz+R Vitzdt inf; æ(0)=0, (7) =E 
) 
Trouver les extrémales admissibles dans les problèmes 5.81 
à 9.86. 
1 e. e. 
5.81. | (x?+ 2? Orn) dtextr: 2(0) =, (0) —0, 
1) 
zi(1)=sh1, 2, (1)}— —sh1. 
1 
5.82. | (xi + xi + Or) dt —extr ; 
0 
tZ,(0)= 2, (0) —0, x (1)=2, (1) = sh 1. 


1 
9.83. | (ire tite) dt—extr,; 2(0)=2(0)=1, zx(l)=e, 
0 


5.84. À (ut —æx,) dtextr: 2(0) =, (0) =0, 
0 


a (Het 2 (et 


1 
9.89. (rit + Grit + 127,12) dt extr; x, (0) = x, (0) — 0, 


0 
a ()= 2 (0 = 4 
1/2 e. e e 
5.86. | (2?+22?+ 224 Omimt Our.) dtextr; 21(0)— 
0 


=2(0)=1, #(0=—1, n (+)=5, & (5 )=0, 


p 
IT TI 
rs (2 mn 2 
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Résoudre les problèmes à extrémités mobiles 5.87 à 5.107. 


5.87. | 22dtextr; (0) —1. 


9.88. 22 dt + ax? (1) — extr ; x (0) = 0. 


5.89. | x2dt—extr; x(0)=0, T+x(T)+1=0. 


5.90. | x2dt—extr; x(0)=0, (T—1)22(T)+2=0. 
5.91. | 23 dtextr: T+x(T)=1, x(0)=0. 


5.92. (x2+x) dt—extr; zx(1)—=0,. 


Oeen Oen D NO I On ed © y 


To 
5.93. (S) \ (&—2) dt—extr; æ(0)=0. 
0 


| (x2+ x) dt—extr; æx(0)=1. 


—, +3 


9.94. 


5.95. (x2+ z)dt—extr; x(T)=T. 


5.96. | (22-+x)dtextr: æ(0)=0, x(T)—E. 


5.97. | (x2+zx)dt—extr; z(0)—0, x(T)=T. 


5.98. (22 +z+2)dtextr; x(0)=0,. 


at 

CO 

© 
æ 


(22— 22) dtextr: æ(0)—1. 


Gr CN ON Do D © 


5.100. | (22—:x2) dtextr; z(0)—0. 


(=) ec" 
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9.101. 


9.102. 


9.103. 


5.104. 


9.105. 


9.106. 


9.107. 
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22 — x? +äxcost)dt—extr; æx(0)=0. 


= a 
Fee. 
an 


CEE RS 


ND 


(x2— 22 + 4xsin t)dt—extr; x (+) =), 


rs 


(2x2 a?) dt extr; æ(0)—1. 
(a+ 22 + 4x sht)dt—extr; zx(0)—0. 


(x2+ 22 + 4x ché)dt—extr; zx(1)—0. 


De ot ©e—yn A 


(S) (2x2) dt—x2(1)—extr; æ(0)—1. 


T 
| (22 + x?) dt—extr; æx(0)=0, x(T)=1. 
0 


[CH. IT 


Trouver les extrémales admissibles dans les problèmes 5.108 


à 9.115. 


9.108. 


5.109. 


9.110. 


9.111. 


9.112. 


9.113. 


(x? x2) dtextr; æ(T)+T—1=0. 





A+ 22 dt extr: æ(0)=0, Tr(T)=1. 





E à: 


TE gi extr : x (0) = 1. 





VE 





dt—extr; x(0)=1, T—x(T)—1. 


[=] 





z V 122 dt — extr: 2(T)=E 


De un MI 


(x2+ a?) dt-extr; x(0)=0, T+x(T)+1—=0. 
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1 ° 9 *o 
/ 
5.114. [ÈS 2e) dextr; 2(1)=2 (01. 
0 


D 
9.115. | (Sr) dt—extr; x(0)—x,(0)— 1. 
0 


Ecrire l'équation de Hamilton-Jacobi pour les problèmes 
9.116 à 5.120. 


5.116. LE dt. 





1 
5.417. + | (5242?) dt 
5.118. À | (22 — x?) dt 
5.119. [27 1422 de 


5.120. | ex dt. 


En résolvant l'équation de Hamilton-J acobi, trouver la solution 
générale de l’équation d’'Euler pour les problèmes 5.121 à 5.126. 


9.121. 


Ee 
2 
5.122. _ 
4 
5.123. — 





a V 1422 dt. 


5.124. | As dt. 
5.195. | 





5.126. (S) \ Ver Vitadt. 


$ 6. Problèmes isopérimétriques 


6.1. Principe de Lagrange pour les problèmes isopérimétriques. 
6.1.1. Position du problème. Dans le calcul des variations clas- 
sique, on appelle problème isopérimétrique (à extrémités fixes) 
le problème suivant considéré dans l’espace C1 ([é,, £,1) (ou 
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KCT ([to, 1) : 


ti 


HEC)= HE (6), & (0) dt extr: (3) 
to 
ti 
HeC)= (ft 20), zE)dt=e, i=1,...,m; (0 
lo 
L (lo) =Xo, T(t1) = 2. (2) 


Ici, f;: R° —R,i—0,1,..., m, sont des fonctions de trois va- 
riables, les constantes &,, . .., &» étant des nombres donnés fixés. 

Les contraintes du type (1) sont appelées isopérimétriques. Les 
fonctions f;, à — 0, 1, ..., m, sont dites intégrants. Les fonctions 
x (+) E C1 (és, 411), qui satisfont aux conditions isopérimétriques (1) 
et aux conditions aux extrémités (2), sont nommées fonctions admis- 
sibles. 


On dira qu'une fonction admissible x (-) fournit un minimum 


(maximum) local faible du problème (3) et l’on écrira x (+) € loc min 3 
(loc max 3) s’il existe un Ô >> 0 tel que, pour toute fonction admis- 


sible x (+) pour laquelle | (+) — x (+) |L << 6, l'inégalité 
Hat) > oc (Co) Lo (-)) 


soit vérifiée. 
6.1.2. Règle de résolution. 
4. Former le lagrangien : 


LL, T, x, à) = » hf; (£, T, x), À = (A5 Âu, .. lim) - 
i—=0 


2. Exprimer la condition nécessaire d’extrémum, c'est-à-dire 
l'équation d’Euler pour le lagrangien L: 


m 


51. (D+h(D=0e + (D dif (0)+ D Mix (0 = 0. 
| | 


i—= 


i=0 


3. Trouver les extrémales admissibles, c’est-à-dire les solutions 
admissibles de l’équation d’Euler pour le lagrangien Z quand le 
vecteur des multiplicateurs de Lagrange À n’est pas nul. De plus, 
il est bon de considérer séparément les cas À, = 0 et À, = 0. Dans 
le second cas, on peut poser À, égal à l’unité ou à une constante quel- 
conque diftérente de zéro. 

4. Chercher la solution parmi les extrémales admissibles trou- 
vées ou montrer qu'il n’y a pas de solution. 
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6.1.3. Règle des multiplicateurs de Lagrange. 
Théorème. Soient LL un ensemble ouvert dans l’espace K, 
fi: U—+R,i—0,1,..., m, des fonctions continues dans U avec leurs 


dérivées partielles f;, et f. (condition de différentiabilité), x (-)E 


€ C1 (Lo, Al), (, x (9, x (D) EU VEE lé kil. 
Alors, si la fonction x (+) fournit un extrémum local faible du pro- 


blème isopérimétrique (3), il existe des multiplicateurs de Lagrange 
hs Ms + + Nm Qui ne sont pas tous nuls et tels que l'équation d’'Euler 


— + L.(0 + La (9 =0 


soit réalisée pour le lagrangien L— D fit, &, x). Si la condi- 
= 0 


ne de régularité, qui consiste dans le fait que les fonctions 
Ï « (0) + fix (6), LT, ,M, sont linéairement indépendan- 


Les, pe énlsce alors 0. 

Ce théorème constitue un corollaire édit du théorème du 
p. 2.3.3, où a été formulé le principe de Lagrange concernant les 
problèmes aux égalités et inégalités. Toutefois, nous avons cru qu’il 
serait utile de donner ci-après son démonstration. 

4 A)jCalcul des variationsseilon Da ae 
des fonctionnelles ./;. Conformément au $ 1, on appelle 


variation selon Lagrange d’une fonctionnelle 7 au point x (:) la 
fonctionnelle zx (+) — 07 (x (+), x(-)) définie par la formule 
ôJ (@(-), æ()) = ou (JC) +aAz())—Y (x (-))/A De fait, 


les variations des fonctionnelles intégrales du calcul des varia- 
tions ont déjà été calculées aux pp. 5.1.3, 9.2.3. En différentiant 
sous le signe d'intégration comme il a été fait ci-dessus, on aboutit 
à la formule 


SHC), 20) = | (À: (0 2 (0 + Pi (0 2 (0) dé, 
lo 


10, 4.432700: 


B)Construction d'une application de di- 
mension finie et séparation des cas dégé- 
néré et régulier. Examinons l’application linéaire suivante 
de l’espace C6 (lt, 41) = {x (+) € CT (Léo, 41) 1x (60) = x (#1) = 0} 


sur R7*1: 


9—C643 
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Deux cas peuvent se présenter: 
a) l’application À est une application sur R”*! tout entier, 


c’est-à-dire Im À = R*! (cas régulier): 

b) l’application À est une application sur une partie de R”*t 
(cas dégénéré). 

C) Démonstration duthéorème pourlecas 
dégénéré. On sait que l’image d’un espace vectoriel par une 
application linéaire est un sous-espace. Cela signifie que, dans le 
cas dégénéré, Im À est le sous-espace propre dans R”*!. Mais alors, 
d’après le lemme sur la non-trivialité de l’annulateur, dans un 
espace de dimension finie (p. 1.3.1), on peut exhiber des nombres 
À os Ms + + + Âm ui ne sont pas tous nuls et tels que 

m 
D Auz—0 Vz=(20, 24, ..., Z2m)EImMA. 


îi—= 


Maintenant, compte tenu de la définition de l’opérateur À et de 
l'expression pour 87; (x (+), x (-)), on obtient 

ti m | 
[(D 46:20 +0 2(0)) dt=0 
Lo i=0 


Vær(:)ECo(Lto til): 
Mais alors, du lemme de Du Bois-Reymond (p. 5.1.3) il résulte 
que À f,: (+) EC! (Ike, H]), done 


+ D ui. (D)+3 lifix (t) = 0 


i=0 i=0 


D) Impossibilité du cas régulier. Choiïsissons 


tj (+) € CG (Léo, 411) de façon que Az; (-) = e;, où e& = (1, 0, 
, Em = (0, . 0, 1) soit une base canonique dans 


R®*1, Examinons l’ application D d’un voisinage du zéro de R*! 
dans R7*1: 


D (B) = (Po (Bo; Ba, ss D) Pi (Bo: Bi, Les mn); es 
ne Pm (Bo Ba, RE. Bm)); 


Pa (Boy Bus es Bm) = Ji GHZ Bis C), i=0,1,...,m. 
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On vérifie sans difficulté que les fonctions ; sont continûment 
dérivables et, de plus, 


Ô : Q . 
EE = 0J: (æ (: +), tj()= Gi, 0<Ki, j<m, 
def 


D (0)= (eo, Gus + Em) 2 Ge Jo Ce (-)). 


Suivant le théorème de la fonction réciproque (p. 1.5.3), il existe 
une application réciproque différentiable ®-1 et une constante 
K >> 0 telles que 


D" (DIE: —2] 
pour des z — z petits. En particulier, pour tout e suffisamment petit 
en module, on pourra exhiber un vecteur $ (e) = (6, (e), 


, Pm (e)) tel que B (e) = D-1 (mo + 8, Guy . .., Gm)), C'est-à- 
dire 


P(B()=a+e Jo(e (+ 2 Bi ()25(-)= (D +e 


(BE) = = (| +5 B; (e) x; (- (-))= 0, i= 1, ..) M, 


et, de plus, 

[6 (e)| — Lo (do +E, Œ1; teens Um) | SK |E |: 
Il en résulte que dans tout voisinage de la fonction x (-) (dans l’es- 
pace CT ([£os t11)) il existe une fonction admissible (notamment x (+) + 


+ > B; (€) x; (-) pour un €e suffisamment petit), pour laquelle la 


fonctionnelle prend des valeurs aussi bien supérieures qu'inférieures 


à Jo (x (-)). Cela contredit l’hypothèse que z (-) E loc extr. D 
6.1.4. Exemple. 


1 1 
fadtextr; | zdt—0,2(0)=(0), z(1)— 
0 0 


Solution. 1. Lagrangien: L — hot? + À. 
2. Condition nécessaire (équation d’Euler): 


— + L.(#)+ Le (D =0 <> — Dr +h= 0. 


3. Si À — 0, alors À = 0, et tous les multiplicateurs de La- 
grange sont nuls. Dans ce cas, il n° y a pas d’extrémales admissibles. 
Posons À, = 1/2. Alors x—A. Solution générale: x = Ci? + 


0% 
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+ Cot + C3 Les constantes inconnues sont trouvées en partant des 
conditions aux extrémités et des conditions isopérimétriques 


z(0)=0=C;=0, | 

z(l)=1=C+C,=1, | 
1 1 | A 
jad=0 |(Cr+Cr 4-0 +20 | 
0 0 


Ci=3, 
7 C,= —2, 


Le problème n’admet qu’une seule extrémale admissible x = 31? — 
— 2. 


4. Montrons que x (+) fournit un minimum absolu. En effet, con- 
sidérons la fonction admissible x (-); dans ce cas, x(-)—zx(-)= 


1 
h(-)EC:([0, 1) et \hd=0. Ensuite, 
0 


1 . 


1 . 
J(&()—3(&() = | (+R)? dt— Î 2? dt 
0 


© 


En intégrant par parties, on obtient 
1 1 


fakar= [sax ( CHIOIE (: at= 6 | nar=0. 
0 0 Ô 0 


De cette façon, {(x(-))>.7 (x (: )) pour toute fonction admissible 


æ(-). Sans aucune difficulté, on trouve que Sin = | 22 ar = 


0 
1 


= | (6r—2)2 dt 4. 
0 
Réponse. La fonction x — 3t? — 21 fournit un minimum 


absolu du problème; la valeur numérique du problème Sin = 4; 
il est immédiat que Su,x = +00. 


6.2. Conditions nécessaires d’ordres supérieurs et conditions suf- 
fisantes. 
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6.2.1. Théorie. Considérons le problème isopérimétrique 
Jo(æ(-)) inf; Ji(a()=u, i=1,...,m; 
T(lo)= To, T(4) =, (3) 


ti 
JzCN= ) HE T, x) dt, 0; 1, ..., M, 
lo 


fi: U—+R, A EO (RS). 
Dans ce qui suit, on supposera que les intégrants f; sont de classe 
C? (4) au moins. Soit x (+) E C? ([t,, 1,1) l'extrémale du problème 
(3) avec À, = 1, ce qui signifie que sur cette extrémale est réalisée 
l'équation d’Euler pour l’intégrant L — f, + D, Auf; avec certains 
multiplicateurs de Lagrange À;. On dit que la condition (condition 
renforcée) de Legendre est vérifiée sur x (-) si 


L..(920 (00) ViElé ti]. 


Sous les suppositions faites quant à la différentiabilité des 
intégrants f;, la dérivée seconde selon Fréchet au point x(:} 


li 


de la fonctionnelle 7 (x(:)) — | L dt sera 


L2 


Lo 
1 
He) =d'ECDE(C), e()= | (4e + 2Cax + Br) di, 
Lo 
où A(t=L..(t), CH=L. (9, B(9= Las (t). 

Si x (-) E loc min 3, alors, en vertu de la condition de nécessité 
du second ordre dans les problèmes aux égalités (p. 2.5.3), la fonc- 
tion z(‘)—= 0€ abs min dans le problème 

3" @ Ce 0), & OI inf; 35 C) le (NN = 0; 
æ (to) = x (1) = 0. 


En appliquant la règle des multiplicateurs de Lagrange au pro- 
blème donné, on obtient l'équation 


— LS (4 Cr)+Cr+Br+ D ug= 0, 


i=1 
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Où g;(t) — + .. (+ f,. (6. Cette équation est appelée équation 
1 
(non homogène) de J'acobi pour (3) sur l’extrémale x (+). 


Supposons remplie la condition renforcée de Legendre sur l’ex- 


trémale x (-). Le point t est appelé point conjugué du point t, s’il y 
a une solution non triviale h de l’équation non homogène de Jacobi 
pour laquelle 

T 


| gi(t)h(t)dt=0, i=1,...,m, h(t)=h(t)=0. 
0 
On dit que la condition (condition renforcée) de Jacobi est remplie 


sur æ (-) s’il n’y a pas de points conjugués de t, dans l'intervalle 
(to, t1) (dans l'intervalle semi-ouvert (£,, #.}). 

Ci-dessous est indiquée la voie analytique qui permet de trouver 
les points conjugués dans le cas où les fonctions g;, i — 1, ..., m, 
sont linéairement indépendantes sur les segments [t,, til, to 
<< To LT Lt,. Soient », la solution de l’équation homogène de 
Jacobi (u; = 0, i = 1, ..., m) avec les conditions aux limites 


ho (to) = 0, ho (to) = 1, et h; (+) la solution de l’équation non homo- 
gène de Jacobi avec u; = 1, u; = 0, i Æ j, et avec les conditions 


aux limites k; (to) = h; (to) = 0, j = 1, ..., m. Il est aisé de voir 
que le point t est un point conjugué si, et seulement si, la matrice 
T ho(T) a E) E 
L T 
|hogidt ... |rugidi 
H()=| "0 
T T 
leo l'oedi 


ES à lo ss 
est dégénérée. 

Théorème 1. Conditions nécessaires pour 
un minimum faible. Supposons que les intégranis f;, i — 
= 0,1, ..., m, du problème (3) satisfont à la condition impliquant 
la différentiabilité de f; € C3 (LL). Si x (+) E C? (to, t.l) fournit un 
minimum faible du (3) et si, de plus, est satisfaite la condition de ré- 
gularité, qui consiste en l'indépendance linéaire sur tout segment 
lé, ti, Ît, t,] pour n'importe quel x des fonctions 


d $ À : 
qu (D = — fe (D + Pa (Ds its sm, 


alors x (-) est l’extrémale du problème (3) sur laquelle les conditions de 
Legendre et de J'acobi sont satisfaites. 
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Conditions suffisantes d’un CAMPUS fort. Soient 


U=VXR, VEO(R?), l'intégrant L=f,+ à Uofs ECI(U) quasi 
régulier pour tous les (t, x) € V, et admettons que Gi l’extrémale admis- 


sible x (+) E C3 ([t,, t,l) du problème (3), les conditions renforcées de 
Legendre et de Jacobi, de même que la condition de régularité soient 


remplies. Dans ce cas, x (+) fournit un minimum fort. 
Théorème 2. Supposons quadratique la fonctionnelle 

ti 

Jo (& (-)= | (4o22+ Box?) dt 
to 
et linéaires les fonctionnelles 
ti 

HG) — | (ax bix) dt, i—1,...,m 


te 


1 


dans le problème (3). Admettons en outre que les fonctions A,,a;,... 
., Am Sont continûüment dérivables, que les fonctions B,, b,, ... 
> Om Sont continues et que la condition renforcée de Legendre et la 

condition de régularité sont remplies. Alors, si la condition de J'acobi 

n'est pas satisfaite, c'est-à-dire si l'intervalle (Lo, t1) contient des points 
conjugués, la borne inférieure du problème est égale à —c. Si la con- 
dition renforcée de Jacobi est remplie, il y a une, et une seule, extré- 
male admissible qui fournit un minimum absolu. 

6.2.2. Exemple. 


To " 
L: | (a?— 2?) dt inf; \ædt=0 
0 0 


3 
os 


8 
S 
l 
à 
= 
> 
| 
© 


2. Condition nécessaire (règle des multiplicateurs de Lagrange): 


z+z— À = 0(. 

3. La solution générale de l’équation indiquée au n° 2 compte 
tenu de la condition x (0) = Os’écrit x (t) = À sin t + B (cos t — 1). 
Parmi les extrémales admissibles, on trouve toujours l’extrémale 


admissible x (t) = 0. 

4. Appliquons les conditions suffisantes formulées au p. 6.2.1 
(théorème 2). La condition de Legendre est remplie: 4, = 2 > 0. 
Vérifions la réalisabilité de la condition de Jacobi. Dans le cas 
examiné, l'équation de Jacobi se confond avec celle d’Euler. La 
solution , de l'équation homogène avec les conditions h, (0) = 0, 


Lo (0) = 1 est sin {. La solution k, de l'équation non homogène 
x + x + 1 = 0 avec les conditions À, (0) — h (0) = 0 est cos t — 1. 
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La matrice À (t) est de la forme 
Ro(t)  hi(t) 


t 
CU TE 
0 


sin £ cos £ — À 
hk, dt À [Â1—cost sint—t | 


D tt D 


© 


De cette façon, les points conjugués sont représentés par les 
solutions de l’équation 


det À (f) — 2— 2 cos t — t sin t — 0< sin t/2 = 0, 
2 — te t/2. 
Le point conjugué le plus proche de zéro sera t, — 27. 
Réponse. Du théorème 2, du p. 6.2.1, il découle que, pour 


T, <2n, x (-) = 0 est la seule extrémale admissible qui fournisse 
un minimum absolu, Sin — 0; pour T1, > 27, Smin — —%. On 
peut montrer que, pour 7, — 2x, les extrémales admissibles sont de 


la forme x (t) — C sin t et qu’elles fournissent un minimum absolu, 
min — 


Remarque. En effectuant les changements y = x, y (0) = 0, 
on peut ramener le problème examiné au problème aux dérivées d’or- 
dre supérieur 


To 


| 2 y2) dt inf; y (0) =y (0) = y (To) = y (To) = 0, 
0 


dont l’étude peut être entreprise par les méthodes du p. 7.2.2. 


Problèmes 


Résoudre les problèmes isopérimétriques 6.1 à 6.17. 


1 1 
6.1. | a? dt extr; x dt=0, 2(0)=1,.2(41)=0) 
ù 0 
1 1 
6.2. |a dt extr; |ædt=3, x(0)—=1, x(1)—6. 
0 0 
1, " 1 
6.3. | 2 di extr; \ixdt=0, x(0)=0, x(1)=1. 
0 0 
1 1 
6.4. | dt extr; | tx dt=0, x (0) = —4, x(1)=4. 
0 0 


6.5. 


6.6. 


6.7. 


6.8. 


6.9. 


6.10. 


6.14. 


6.15. 
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1 1 
x? dt extr: TE Â, | tx dt=0, x(0)=zx(1) = 0. 
0 0 
L . 
| 22 di — extr : | zdt= —À, \izdt= —2, x (0) = 2, 
0 0 
(1) = — 14. 
TT 
22 dt + extr : | xoosédt=—, z(0)=1, x(n)=—1. 


0 


IT 
|adtextr; |zsintdt=0, z(0)—0, z(x)—1. 
0 


“LA 
x sin t dt + extr; | TELE x(0)=0, rx(n)= 17. 
0 


2 dt extr: cos t dt = + : 


Om, 


xsintdt=n+, x(0)=2, x(n)=0. 


ze"! dt=e, x(1)=2, x(0)=2e+1. 


2? dt extr : 


Le 


x dt extr: Fat x (0) =0, z(1)=1. 


| 1 
(S) \{ (x? + 42) dt —extr; | æe' dt= +, x (0) — 
u 0 


z(1)=e. 
1 . 
\ (x? + 22) dt — extr ; 
0 


x(l)=—, 


€ 


. 





ze”? dt — 


x (0) = 


Or nr 


2 


1 


2 
(S) | éa? dt extr; | tx dt= +2, æ(1)=1, xz(2)=2. 
1 
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2 2 
6.16. | ia2 di extr; |adt=2, z(1)=4, z(2)=1. 
1 1 
il 1 


6.17. (S) | a? dt extr; ot x (0) =x(1) = 0. 
0 0 
Trouver les extrémales admissibles des problèmes 6.18 à 6.25. 





I TT 
6.18. | (x2— x?) dt — extr ; | xcost dt 1, x (0)=zx(x) = 0. 
0 0 
Tt/2 , n/2 
6.19. \ (x? — x?) dt — extr ; \ xsintdt=—1, z(0)=x(+)=0. 
0 ) 
To To = 
6.20. (S) | x dt extr; | Varzar=t z(— To) = 
To ne 


= x(T,)—0 (problème de Didon). 





Te ns É 
6.21. | Vus ie | Vans 
To “To 
t(—To) = 2x (To) = 0. 
1 


1 
6.22. Tito dt extr; | x, dt=1,x,(0)=zx,(1) =0 
0 


6.23. 


© 


| 
1 
Âadt=0, 2,(0)=0, 2 (1) 1 
0 
1 1 
E 1%; dt + extr; | tr, dt — | tx, dt=0, x, (0) = x (1) — 
0 0 
= %(0)=0, æ(1)=1. 
re 
6.24. nr x) dt + extr; [ET dt=0,x, (0) = x, (0) =0, 
0 0 
n(D=t, &(0)=—8. 
. 1 CE 
6.25. À £(ai— 2) dt extr; jar, zi (0) = x (0) — 
0 0 
2, (1)=0, &(1)=2. 
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ur 
si 


$ 7. Problèmes aux dérivées d’ordres supérieurs 


7.1. Conditions nécessaires du premier ordre. 

7.1.1. Position du problème. Dans le calcul des variations clas- 
sique, on appelle problème aux dérivées d'ordres supérieurs (à extrémi- 
tés fixes) le problème suivant dans l’espace C* ([6,, t,]): 


li 
J{a()= | LE xt, z(D, ..., a (t))dtextr; (3) 
Lo 


a (tj) = ah, k=0,1,...,n—1, j=0, 1. (1) 


Ici, L: R7+2 = R est une fonction de nr + 2 variables. La fonction 
L est appelée intégrant. Les fonctions x (+) € C” ([é,, t,1) qui satis- 
font aux conditions (1) aux extrémités du segment [£,, t,] sont dites 
admissibles. 


On dira qu’une fonction admissible x (:) fournit un minimum 
(maximum) local faible du problème (3) dans l’espace C”'([to, tl) 
s'il existe un Ô > 0 tel que, pour toute fonction admissible x (-) 
pour laquelle || x (+) — x (-) lorrio, s1n < 9: l'inégalité 


FEC)>IEC) GeC)SIGEC)) 


soit vérifiée, et on écrira dans ce cas x (-) € loc min 3 (loc max 3). 
7.1.2. Règle de résolution. 
1. Formaliser le problème en le mettant sous la forme (3) du 
bp. Alt 


2. Exprimer la condition nécessaire (équation d'Euler-Poisson) : 


> IN (5) Le (0 = 0. 


R=0 


3. Trouver les extrémales admissibles, c’est-à-dire les solutions 
d'Euler-Poisson avec les conditions aux limites données. 

4. Montrer que la solution est constituée par l’une des extréma- 
les admissibles ou qu’il n’y a pas de solution. 

7.1.3. Equation d’Euler-Poisson. 

Théorème. Soient UEO (R"*?), L: U —R un intégrant 
constitué par une fonction continue avec ses dérivées par rapport à 
x, æ, ..., AU) (condition de différentiabilité), (t, x (t), xt), . .. 

.., 40) G) EU VtE [t,, til. Ceci étant, si la fonction x (+) fournit 
un extrémum local du problème aux dérivées d'ordres supérieurs (3) 
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dans l’espace C" (([t,, #1), alors l'équation 
d d d:.2 : 
no . ( + (+ (t) + L,m-1)) (4) )+- 
Les (t)) .. Li, (= 


est réalisée. 

Si l’on admet que L @) (-) € CF (Léo, Lil), k= 0, L: se "te Où 
obtient l’équation d’Euler-Poisson. 

4 A) Définition de la variation selon 
Lagrange. En différentiant sous le signe d'intégration de la 
même façon qu'aux pp. 5.1.3, 9.2.3, 6.1.3, on arrive à la formule 
suivante : 

di n 
1@0), 20)= { (2 Lio (9 20 (9) de. 
ty  k=0 

B) Lemme renforcé de Du Bois-Reymond. 
Soit ar (+) E C (to, til), k = 0, 1, ..., n, et admettons que, pour 
toute fonction zx(-)E C? (lt, dl), ad (;) = 0, j —=0, 1, ... 

., n—A, i—0, 1, l'égalité 


l S ap (t) x) (t)) dt=0 (4) 
fo A=0 


soit vérifiée. Alors, sur le segment [t,, t.l, Les fonctions 
d 
ln (-), — 77 An (-)+Ana(-), 


d d 
ar | 


dt An (+) + an (-)) + Ans Fine 
sont continâment dérivables et l'égalité 

d d d 
— (5 (on + ann (0) +an-2(9) +2.) + a0(9 = 0 


est réalisée. 
<< Examinons le système suivant de n équations différentielles 
linéaires : 
— Po + do —= 0, 
TT Po 5 di — 0, (2) 


— Pr Pn=2 + An1 — 0. 
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Le système (2) est facile à résoudre par intégrations successives 
des équations en partant de la première. Dans ce cas, la fonction 
Pn1 (+) est déterminée à un polynôme de degré nr — 1 près. Choisis- 
sons ce polynôme de façon que la relation 


1 


À Gi Th (pus (T) — an (T)) dt = 0, k=—0, 1, “#9 n— 1, (5) 


to 
soit réalisée pour la fonction p,_; (-). 
Considérons la fonction y (+) définie par la formule 
{ e 
== | ET" (pa (0) — an (7) dr. 


to 


De la définition de la fonction y (-) il découle Eu yt9 (+) = 
= Pn-1 () — An (+) et y (to) = 0, k=0, 1,...,n—1. En 
vertu des conditions (3), y() (&,) = 0, &=—0, 1, .., n—1, c'est-à- 
dire y (:) E C5 (to, 1). Par conséquent, la relation (1) est réali- 
sée pour y (-). De cette façon, 


ti  n 
0= [(X a (10 (9) di = 
lo  À—=0 
ty n-i 


= | (3 an (@) y (9 + (pas (0) — pe (9) ve (0) de 


t, hk=0 
En substituant à a; (+) dans la dernière intégrale leurs expressions 
prises dans le système (2), on obtient 
td: n—1 ; 
0= | (D pr (9 y o+> pr (6) y (8) — (y09 (D}2) dt = 
to A0 


ti 


n—1 ti 
= | (ZX 0) 00 (D) a À (pe (D) à. 
B—0 


Lo to 


Compte tenu du fait que y(#)=0, k—=0, 1,...,n—1, 
ti 
i—0, 1, de la dernière relation il résulte que ) (y (4))2 dt = 0 


C'est pour cela que yo (&) = 0, donc p,_, (t) — 7 (t). De la der- 
nière équation du système (2) il découle que an (+) E CT ([to, til). 
De façon analogue, du système (2) il résulte que les fonctions figu- 
rant dans le lemme sont continâäment dérivables et que l’équation 
différentielle est vraie. DD. 
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Il est évident que le lemme de Du Bois-Reymond du p. 5.1.3 
représente un cas particulier du lemme renforcé de Du Bois-Rey- 
mond. 

C) Conclusion de la démonstration. Dans 


notre hypothèse, x (+) € loc extr 3. Dans ce cas, en partant de la 
définition d’un extrémum local, il résulte que la fonction œ (4) — 


=.) (x (+) + Az (-)) admet un extrémum local au point zéro, donc 
def A 


p" (0) = 67 (x (+), x (-)) = 0. Vu que x (+) € C? (lt, #.]) est quel- 


conque, on obtient 


63 (&(-), z(-)=0 Va(-)ECS (lo til). 
Maintenant, en confrontant la forme de la première variation 


ÔJ (x (+). x (-)) figurant en A) au lemme renforcé de Du Bois- 
Reymond, on arrive à l’assertion du théorème. © 
7.1.4 Exemple. 


1 
| a di extr; x(0)=x(0)=x(1)=0, rx(1)—1. 
0 


Solution. 1. Intégrant: L — r2. 
2. Condition nécessaire (équation d’Euler-Poisson) : 


d? 


Je Las (4) + Le (1) + Ds (8) = 0 <> 200 (9) — 0. 


3. Solution générale de l'équation d’Euler-Poisson: x (t) = 
= Ci + Cot + Cat + C,. Les constantes inconnues C, Co, Ca, Cr 
sont déterminées à l’aide des conditions aux limites 


xz(0)=0=C,—=0, 


x (0) =0—=C;=0, 
z(1)=0=C,+C=0, | C,=1, 


. — 
z(l)=1=> 30, +20, =1 Î C,= —1. 


Cela signifie que x — t° — 1? est la seule extrémale admissible du 
problème. 

4, Nous allons montrer qu'elle fournit un minimum absolu du 
problème. En effet, si h (+) € C? ([0, 11), alors 


1 + 1 .e Lé 1 
I C)+R())= À (zh)? dt = | 22 dt+9 | zh dt+ | h? dt. 
0 0 


0 0 
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En effectuant une double intégration par parties et ayant en vue que: 
h (0) = hk (1) = h (0) — h (1) — 0, on obtient 





sc. 1 
__ zh + | 3% dt 0. 
s 0 


Par conséquent, 
1 


J@()+RC)=IEC)+ TR a>T GC), 
0 
1 .. 


1 
Se | 2 dt = À (Gt — 2)? di — 4. 
0 0 


Réponse. La fonction x = # — 1? donne un minimum absolu 
du problème, Syin = 4, Smax = +00. 


7.2. Conditions nécessaires d’ordres supérieurs et conditions suf- 
fisantes. 
7.2.1. Théorie. Examinons le problème aux dérivées d'ordres. 
supérieurs suivant : 
La , 
J(x(-)) = | L(t, x, x, ..., x") dt inf; 


to 
a) (4;) = À, k—0,1,...,n—1, j=0, 1, (3) 
où L:A —R,AEO (R"*?). 
Supposons, dans ce qui suit, que l’intégrant L est de classe C?? (A) 


au moins. Soit x (+) € C* ([to, 1,1) une extrémale du (3), ce qui veut. 
dire que sur elle l'équation d’Euler-Poisson est réalisée. 
On dit que la condition (condition renforcée) de Legendre est 


remplie sur x (-) si 
Line) (2)20 (Lie, (> 0) VéElto, ti]. 
Sous nos hypothèses concernant la différentiabilité de l’inté- 
grant ZL, la dérivée seconde de la fonctionnelle 7 au point x (+) sera 


J'ECheC) 2(N=Æ (C0), 
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li ñn 
Æ G@(C)= | D Ar dt, A5(9= Lt (1) 
Lo 2 3=0 
L’équation d’Euler-Poisson pour la fonctionnelle & est appelée 


£quation de Jacobi pour (3) sur l’extrémale 2 (+). 
Pour une fonctionnelle quadratique de forme « diagonale » 


4 n 
de (æ(-))= | D An (0) (at (D) dt, (1°) 
{, k=0 
l'équation de Jacobi devient 
D (1 (7) Aux) = 0, 
k=0 
Supposons que la condition renforcée de Legendre est remplie sur 


x (-). Le point + est dit conjugué du point t, s’il existe une solution 
non triviale À de a de Jacobi pour laquelle A (4) — 
— h® (x) = 0, i = 0, 1, ., n—1. On dit que la condition 


{condition renforcée) de J acobi est remplie sur x(-) s’il n’y 
a pas de points conjugués de £{, dans l'intervalle (£,, t,) (dans l’inter- 
valle semi-ouvert (£,, t.l). 

L'équation de Jacobi est une équation linéaire d’ordre 2n qui 
{en vertu de la condition renforcée de Legendre) peut être résolue 
par rapport à une dérivée d'ordre supérieur. Soient 2, (+), ...,h,(:) 
les solutions de l’équation de Jacobi pour lesquelles Æ7 (&,) = 0, et 
H(%(t,) une matrice non dégénérée, où 


OR C0 


H (£) il LS, Lu ds Lu et 
RU (0. RDC 


h° (4). RU (6) 
HO (£) oi Pr (t) Et n $ 
1 2 


Il est évident que le point + est le conjugué de £, si, et seulement si, 
la matrice Æ (Tr) est dégénérée. Cela fournit le moyen analytique qui 
permet de trouver les points conjugués. 

Soit 4 = V XR, où VE © (R"#). Nous allons appeler l’inté- 
orant L: V X R —R quasi régulier sur V si la fonction xt”) — 
+ L(é, x, ..., alt, 2) est convexe V (£é, x, ..., at-D) € V. 


Finalement, on dira que x (-) € KC"' ((6,, #1) fournit un minimum 
fort du (3) si l’on peut exhiber un e > 0 tel que, pour toute 
fonction admissible x.(+) € KC"' ({t,, t.]) pour laquelle || x (+) — 
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— 2) Horse nn Le linégalité TJ (x (-)) > Y (x (-)) soit vé- 
rifiée. 

Théorème 1. Conditions nécessaires pour 
un minimum faible. Supposons que l'intégrant L du pro- 
blème (3) satisfait à la condition impliquant la différentiabilité L € 


E C2 AU). Si x (+) EC? (é,, t.l) et fournit un minimum faible du 


problème (3), alors la fonction x (+) doit être l’extrémale sur laquelle 
sont satisfaites les conditions de Legendre et de Jacobi. 
Conditions suffisantes pour un mini- 
mum fort. St U—VXR, VE O© (R"#) et supposons que 
l'’intégrant L satisfait à la condition impliquant la différentiabilité et 


qu'il est en outre quasi régulier sur V. Dans ce cas, si x (-)E CC?" ([6,, £.)) 


et si de plus x (+) est une extrémale admissible sur laquelle sont remplies 
la condition renforcée de Legendre et la condition renforcée de Jacobi, 


alors x (+) fournit un minimum fort du problème (à). 

Théorème 2. Dans le problème (à), supposons la fonctionnelle 
de la forme (1’), An (+) € C* ([to, t1l) et admetions que la condition 
renforcée de Legendre (A, (t)>0 VtElé,, t.l) est remplie. Cela posé, si 
la condition de Jacobi n'est pas satisfaite, c’est-à-dire si l'intervalle 
(to, t1) contient un point conjugué, alors la borne inférieure du problème 
est égale à —oo. Si la condition renforcée de Jacobi est remplie, l’ex- 
trémale admissible existe, elle est unique et fournit un minimum absolu. 

La démonstration des théorèmes 1 et 2 sera donnée au $ 10, où 
l’on trouvera également la déduction de la condition de Weierstrass 
pour un minimum fort. 

7.2.2. Exemple. 

To 
1. \ (x2— x?) dt extr; x(0)=x(0)=x(T,)=x (To) =0. 
0 

2. Condition nécessaire (équation d'Euler-Poisson): x + x —0. 

3. Solution générale de l’équation d'Euler-Poisson: x (t) — 
= C,sint + C, cos t + Cast + C;. Parmi les extrémales admissi- 
bles, on trouvera toujours l’extrémale x (t) = 0. 

4, On applique les conditions suffisantes du p. 7.2.1 (théo- 
rème 2). La condition renforcée de Legendre est satisfaite : L.. : (t)= 
= 2 > 0. Vérifions la réalisabilité de la condition de Jacobi. Ici, 
l’équation de Jacobi se confond avec l’équation d’Euler-Poisson. 


Posons 
h, (&) = 1 — cost, h, (t) = sin t —t, 


Fa he A gr nn) 
LA AJ) EL siné cosi—1]" 
10—0643 
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Alors Æ (0) = O, 
(0) RO) | der d ‘. LE 0. 
-h(0) h,(0)_ Ji 
De cette façon, les points conjugués sont donnés par les solutions 
de l’équation 


det À (0) — 








det H (f)=2(cosi—1)+tsint=0 sin =0, + —tg —. 
Le point conjugué le plus proche de zéro est le point é, = 2n. 
Réponse. Du théorème 2, du p. 7.2.1, il s'ensuit que, pour 
To, 2x, x (-) = 0 est la seule extrémale admissible qui fournit un 
minimum absolu, Sin = 0; pour 7, > 2x, Smin — —0©0. On peut 
montrer que, pour 7, — 2x, les extrémales admissibles sont de la 


forme x (t) = C (1 — cost) et qu'elles fournissent toutes un mini- 
mum absolu, Sax — + 00. 


Problèmes 


Résoudre les problèmes aux dérivées d'ordres supérieurs 7.1 à 7.27. 


1 
7.1. |æ diextr; æ(0)=x(0)=æ(1)=0, x(1)=1. 
0 
+ : ; 
7.2. | adt—extr; xz(1)=zx(1)=x(0) =0, z(0)— 1. 
0 
ne | ë 
7.3. | (?—48x) dt—extr; x(1)=zx(1)=0, x(0)=— 1, 
0 : 
x (0) = —4 
1 
7.4. | (48x—2?) diextr; &(0)=x(0)=0, z(1)=1, 2(1)=4. 
0 
- , : 
7.5. | (24tx— x?) dtextr; x(0)=x(0)=x(1)=0, x(1)= 3. 
0 
: . . À 
7.6. | (2—24tx) dt extr; 2(0)=2(0) 0, (1)=< , 
Ô 


z(D= 1. 


l cn 
1 


10% 
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TI 
7 | (2 — 2) dtextr; x(0) = 0, z(0)—1, x(x)=shx, 
0 


z(n)=shx. 


To 
7.9. (8) | (#—2)dtextr; 2(0)= (0) —x(T5) = 2 (To) =0. 
0 


7.10. | (è— a) dt extr; x (0) = (0) = 0, z(n) =sh x, 
0 
z(n)=chn+1. 
To 
7.11. À (+ 4x?) dé — extr; z(0)=zx(0)=0, z(T,)—=&, 


0 


8 

rj 
_ 

] 
ut 


712. | (224 4x?) dtextr; 2(0)= —1, x(0)—0,z(x) = shn, 


& 


PT Om de 


x) = ch. 


I 
7.13. | +4?) dtextr; x(0)=%(0)=x(x)—0, 2(x)=shn. 
0 
M 
7.14. | (a2— x?) dextr; æ(0)=x(0)— 1, s(+)=+, 
| 
; LA 
e (+) =0 


7.15. 


716. | (2242?) diextr; æ(0)=1, z(0)—0, x(1)=ch1, 


z(1)=sh1. 
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1 
7.17. | (22 +22) dt + extr ; x(0) —0, x(0)=1, zx(1)=shi, 
0 


x (1)=ch1. 


718. | (a2+a?) dt-extr; x(0)=x(0)=x(T;)=x (To) —0. 


7.19. \e-tr2dtextr; &(0)—0, x(0)=1, æ(1)—e, x (1) = 2%. 
7.20. le-tx?dtextr: x(0)—=x(0)—1, x(1)=x(1)=e. 


7.21. | (t+1)a2dtextr; x(0)=æ(0)=0, x(1)—1, x(1)—2. 


e 
On Or OO D a ot 5 
® 


7.22. | (t+1)2x? dt extr; æ(0)=0, zæ(1)=In2, æ(0)=1, 
{ 


7.23. ie ti dtextr; æ(1)=0, æ(1)—1, x(e)=e, 


x (e)— 
1 

24. ETS z(0)=1, z(1)=+, x(0)=—1, 
0 

z()= +. 


7.25. Le diextr: æ(0)=z(0)=2(0) =0, +(1)—1, 
0 
z(1)=3, r(1)=6. 
1 

7.26. | & dtextr: &(0)=x(0)=x(0)—0, æ(1)=1, 
0 


z(1)=4, zr(1)=12. 
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1 
7.27. | (&+a?) dtextr; &(0)=2(0)=0, x (0)=1, 
0 
z(t)=ch1, x(1)=x(1)=sh1. 
Trouver les extrémales admissibles des problèmes 7.28 à 7.30. 
r/2 
7.28. | (x? — x2) dt -extr; x(0)=x(0) —x (+)=0. 
0 


(+)=2O-:(5)=1 


7.29. | (2 — x?) dt extr:; x (0) = x (0) = x (0) = x (x) —0, 
0 
( 


JT 
7.30. | (ta) dtextr: æ(0)--x(0) —x(0) —0, 
0 


z(m)=z(n)=shn, x (x) = ch n +1. 


CHAPITRE III 


PROBLÈME DE LAGRANGE ET COMMANDE 
OPTIMALE 


$ 8. Problème de Lagrange 


8.1. Principe de Lagrange pour le problème de Lagrange. 

8.1.1. Position du problème. On appelle problème de Lagrange 
le problème d’extrémum suivant dans l’espace £ — C1 (A, R°') x 
x C(A, R’') x R°: 


Bot); u(-), to t) — inf; (&) 
Déx(), u(), to, 4) = x ()—p(, x), u(&))—0, (41) 
B ; (x (-), u (-), Lo: t1) < 0, i = 1, + e . m', (2) 
B ; (x (-), U (-), Lo: ti) _— 0, Î — m' + 1,  . M, (3) 


A 


ou 
t1 


#; (x (-), u (-), Lo, li) — | Ji (é, T, u) dt + Yi (£ x (to), 4, z(t)), 
to 

= 0, À, 3032 MM, 
Ici, À est un segment donné de dimension finie, to, 4 EA,f;:R X 
X R?® X R°—R sont des fonctions de n +r<+1Â variables, 
di: RX R°XRX R® = R sont des fonctions de 2n+2 variables, 
op: R X RT X R7 — KR est un vecteur fonction de n + r + À va- 
riables. 

La contrainte (1) est appelée relation différentielle, le vecteur 
fonction x (+) = (x; (+), . . ., x, (-)) est la variable de phase, alors 
que le vecteur fonction uw (+) — (u, (+), . .., u, (-)) est la commande. 

Le quadruplet (x (+), u (+), to, t,) est appelé processus de comman- 
de (processus contrôlable) dans le problème de Lagrange si x (-)€ 
ECTA,R’),u()EC (A, R),t,, 4 Eint À,t, Lt,etsila relation 
différentielle (1) est réalisée en tout point du segment [é,, t.]. Ce 
quadruplet constitue un processus de commande admissible si, outre 
les conditions indiquées ci-dessus, les contraintes (2), (3) sont égale- 
ment réalisées. 


Un processus de commande admissible È — (x (-), u (-), to, 4) 
est dit processus optimal (au sens faible) ou minimum faible du problè- 
me (3) s’il existe un Ô > 0 tel que, pour tout processus de commande 
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admissible Ë — (x (+), uw (+), to, t:) satisfaisant à la condition 


IE É le << 6, l'inégalité &, (E) > #0 (Ë) est vérifiée. 
8.1.2. Règle de résolution. 
1. Former la fonction de Lagrange: 


L (x(:), u (+), lo, L1; p(:), À) = 


a | (> hifi, x, u)+ p(t)(æ—0 (#, x, u)) } dt + 
to i—=0 


m 
+ D Mit Z (bo), t, x (t1)), 
i=0 
À = (lo, 4 “es. Âm) P (- )ECt (L£o; ti], R” ). 
D. Exprimer les conditions nécessaires du processus optimal au 


sens faible Re — (x (-), u (: ), t, ): 
a) de stationnarité par rapport à x (équation d’Euler): 


71. D+LO=0e (= 
= Di fin (t)— (D Pa (0 VéEléo À] 
i=0 


pour le lagrangien 


m 


L = 2 hf: (é, T, u) + p (&) (x — p (£, T, u)) 9 
b) de transversalité par rapport à x: 


L (6) = (0 be + 1 n) =O EE bien #20, 1, 


pour le terminant 
m 


= 2 À; ; (Lo, TL (bo); La T (4:)) ; 


c) de stationnarité par rapport à u: 
bu (= 0 + À fau #9 — D (0 Qu (0 VE À: 
d) de stationnarité par rapport à f,: 
D, =0 (— 0 D fe + 


+ à À; (Par, ns Dia) ())=0, &—0, 1 
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(la condition de stationnarité par rapport à té, ne s’écrit que pour les 
extrémités mobiles); 
e) de non-rigidité complémentaire 


MB: (Ë)=0, i=1, ..., m'; 
f) de non-négativité: 
À; > O, ==" 0; : 08 és m'. 


3. Trouver les processus de commande admissibles pour lesquels 
les conditions indiquées au n° 2 sont satisfaites, les multiplicateurs 
de Lagrange À et p (+) n'étant pas simultanément égaux à zéro. Cela 
posé, il est utile de considérer séparément les cas À, — 0 et À, Æ 0. 
Dans le second cas, on peut prendre À, — 1 ou à n’importe quelle 
autre constante positive. 

4. Parmi tous les processus extrémaux admissibles trouvés con- 
formément au n° 3, chercher la solution ou montrer qu’il n’y a pas 
de solution. 

On propose au lecteur de vérifier que la règle de résolution a été 
rédigée en totale conformité avec le principe général de Lagrange 
présenté dans l'introduction du présent ouvrage. 

Le système de conditions nécessaires pour la recherche du proces- 
sus optimal est complet. En effet, pour déterminer les fonctions 
inconnues x (-), p (+), u (+), on dispose d’un système incluant les 
équations différentielles (1) du p. 8.1.1 et les conditions b}, c). De 
cette dernière, on exprime uw (-) (évidemment, si cela est possible; 
par exemple, si les conditions du théorème d’une fonction implicite 
sont remplies) par x (-) et p (-) et l’on obtient un système de 2n équa- 
tions différentielles scalaires. La solution générale de cette équation 
dépend de 2n constantes arbitraires, de même que des multiplicateurs 
de Lagrange À; parmi lesquels il y a m multiplicateurs indépendants. 
En y ajoutant £, et £,, on obtient en tout 2n + m + 2 inconnues. 
Pour les déterminer, on dispose de 2n conditions de transversalité 
b), de m conditions de non-rigidité complémentaire et des contraintes 
données (3) du p. 8.1.1, et de deux conditions de stationnarité par 
rapport à {,. De cette façon, le nombre des inconnues est égal au 
nombre des équations. (Ce qui vient d’être signalé ne garantit pas, 
bien entendu, la solubilité du système d'équations obtenu.) 

8.1.3. Conditions nécessaires d’extrémum. 


Théorème d'Euler-Lagrange. Soit E—(x(.),u (-), 
los 1) le processus optimal (au sens faible) du problème de La- 


grange et soient, de plus, f;, i—0, 1, ..., m, œ des fonctions conti- 
nues, avec leurs dérivées partielles par rapport à x et à u, dans un cer- 


tain voisinage de l’ensemble {(t, x (t), u (Œ) ItE€ [é,, 1} Wii 
= (0, 1, .., M, étant continûment dérivables dans le voisinage 


point Ë à 2 (4), Li x (t)) (condition impliquant la différentiabilité). 
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À lors, on peut trouver des multiplicateurs de Lagrange À = (do, . .. 

km et p(-)ECL(lés, til, R°) qui ne sont pas simultanément 
égaux à zéro et tels que les conditions ci-dessous soient vérifiées pour la: 
fonction de Lagrange £ (p. 8.1.2): 

a) de stationnarité par rapport à x: 


m 
P (£) 4e D (£) Pr (t) — 2 hifix (£); 
b) de transversalité par rapport à x: 
P (to) ax l'x(to): P (ti) EE Late) 
c) de stationnarité par rapport à u: 


> Mifcu ()— p (t) Pa (é) = 0: 


1— 


d) de stationnarité par rapport à t;: 


A 


Li, =0, h = 0! 1; 


e) de non-rigidité complémentaire : 


MB: (Ë—=0, il, ..., m'; 
Î) de non-négativité: 
hs: 0; 1= 0, 1 ,.m 


< Envisageons le problème suivant avec contraintes égalités et. 
inégalités dans l’espace =: 


Po (E) — inf; D (£) = 0, 
ARR QUS SES Re À G) 
Pit 0 2 mt, #38 000 


Dans ce cas l’application ® agit dans l’espace Y — C (A, R’'). Alors: 
ë fournit un minimum local du problème (3). 


Nous allons montrer que pour le problème (3) le principe de: 
Lagrange concernant les problèmes différentiables avec contraintes. 
égalités et inégalités est réalisé et nous écrirons les conditions néces- 
saires d’extrémum conformément au théorème du p. 2.3.3. 

En effet, le fait que les espaces È et Y sont banachiques résulte: 
de l’assertion concernant le caractère banachique du produit des 
espaces banachiques (p. 1.1.3). La différentiabilité dont jouissent 
les applications #; et ® est montrée dans [ATF] où l’on trouvera: 
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également les formules concernant les dérivées 
y 

Fi ® = | Grxh + ru) dt + fi (Ëa) Ta — à (Éo) To + 
to 


À Vito To + Dia + Vixto/ (lo) + Yixtnh (ti) + 


+ Prato) (0) To + Pico (6) To = 0, 1, ..., m, 
D’ (Ë) En] = À (4) — pa (4) À (6) — Qu (#) v (E), 
où n—(%(-), v(-), to, ) EE. : 
L’adhérence de l’image de l'application ®’ (£) est conditionnée 


par le fait que l’image ®" (£) Æ se confond tout simplement avec Y. 
En effet, en prenant y (:) € Y = C (A, R*) arbitraire, on pose v (-) = 
= 0, t=7 — 0. L'équation 


D" (E) CR (+), 0, 0, 0] nt (:) 
équivaut à un système de nr équations différentielles linéaires 


h (t) — mp, () k = y (t) à coefficients continus. Cette équation admet 
comme solution À (-) € CT (A, R’) en vertu du théorème d’existence 
pour les systèmes linéaires. 

De cette façon, toutes les conditions du théorème du p. 2.3.9 
sont remplies. Conformément à ce théorème, on pourra exhiber des 
multiplicateurs de Lagrange À = (44, ..., Am), y* E Y* qui ne 


soient pas simultanément égaux à zéro et tels que les conditions de 
stationnarité 


Li=0 5,20, Lu=0, 2, 0 = 0; 4, 


de non-rigidité complémentaire et de non-négativité soient remplies 
pour la fonction de Lagrange 
LE y'a DL (eC), u(), dos 5 Ve À) = 
t1 m 
= | (D, à, u)) dt+(to 2 (to), ts æ (6) + ue D. 
0 


to îi= 


Pour démontrer le théorème, nous allons montrer que l'égalité 


A 


La — 0 est équivalente à a) et b), que la condition La = ( équi- 


vaut à c), et que de la relation Lt, — 0 on tire d). 
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Examinons de plus près la condition de stationnarité de L par 
rapport à x. On a 


à î 
0=Z.lA(N= ant dt + Lacionh (60) +Éxceoh (6) + 4%, R — ph) 
io 
où q (9 D Aafia (0. 


Déco la fonction p (-) en partant des conditions 


p(t) = — Pt) Px/() +gq{(t), p (é,) ue Le (1) 


En vertu du théorème d’existence et d’unicité de la solution du pro- 
blème de Cauchy pour un système non homogène linéaire [ATF], nos 
conditions définissent p (-) d’une façon univoque. D'autre part, 


pour n'importe quels &« € R'et y (-)EC ((é, +], R”), on peut dé- 
finir univoquement la fonction À d’après les conditions 

h (= px (D (D +y (0), Ro) = @ (2) 
Mais alors, en vertu de (1), (2), on a 


> 


2 


1 


(p (8) A (#)) dt = p (À) h (&s) — p (bo) À (6) = 


> 


1 
= (P()A (+ p()A (6) dt = 


= : À (—p (0) Pa (6) À (0) +9 (6) À (6) + p (0) Pa (6) À (9 + 


to 


+ p(t)y(t)) dt= | (g(E) k (6) + p () y (6)) dt. 


=? . 


En tirant | q(t)h(t) dt de la dernière relation et en portant 


> cr? 


l'expression obtenue dans la condition de stationnarité par rapport 
à x, on aboutit à une identité relativement à & € R" et à y (-)E€ 
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EC (Lo, ti], R") : 


O=— | p(t)y(t) dt+ (ur, y) + (lun — P (o)) à. 


0 


> 


ess? 


D'où il vient que (y*, y (-))= | p (8) y (t) dt, buy = P (to). De 


> 


0 


cette façon, L = 4,ce qui signifie que la condition d) est remplie. 
Examinons maintenant de plus près la condition de stationna- 
rité par rapport à w, compte tenu de la forme de y* : 


m 


0= £a [ (-)1— ( (D Afru (#) — p (0 Du (#)) v (6 dt 


A 9= 
RE 


Vu (-)EC (Léo til, R?), 


d’où il vient, en vertu du lemme de Du Bois-Reymond (p. 5.1.3), 
que la condition c) est valable. L> 
8.1.4. Exemple. 


Tt/2 
| u? dt—extr; xz+z—=u, x(0)—zx(0) = 0, 2(5)=1 
0 


Solution. 1. Ramenons le problème donné à la forme du 
problème de Lagrange du p. 8.1.1 en effectuant le changement des 
variables x, = x, x, — x: 

x/2 
| u? dt — extr; 
0 


Ti — Lo, T=U— Ty 1 (0) = x, (0) = 0, Ti (+) =1. 


Fonction de Lagrange: 
Le | 
£= | Go2+ pi(ri— 2) + pe (ras —u)) dt + 


v 


0 


+ lt (0) + exe (0) + Asa (+) : 


8 8] PROBLÈME DE LAGRANGE 157 


2. Conditions nécessaires : 
a) système d'équations d’Euler pour le lagrangien L — qu? + 


+ Pi Gi — Le) + Pa (Le + M — u): 
d = A | . . 
4 Patte 0 =", 2 — pi + pe =0, — Ps — Pi = 0; 


b) transversalité par rapport à x pour le terminant ! — À,x, (0) + 


4 Aoto (0) + Ass (1/2): 
p(0)= A Pa(0)= he P(5)= A Pr (5)=0: 
c) stationnarité par rapport à u: 
L,=0< 2hqu — ps = 0. 


3. Si Ào = 0, de c) il découle que p, = 0; alors on tire de a) que 
P1 = 0, ce qui signifie, en vertu de la condition b), que À, = À, — 
— À, — 0 (tous les multiplicateurs de Lagrange sont nuls). Donc, 
Si Ào — 0, il n’y a pas d’extrémales admissibles. Posons À, — 1/2. 


Le système d'équations d’Euler donne p, + p, — 0. La solution 
générale de cette équation différentielle s'écrit: p, — C” sin t + 
+ C'cos t. Etant donné que p, (n/2) = 0, on a p, = C cost. Donc, 
conformément à la condition de stationnarité, u — C cos t. On vient 
d'obtenir ainsi l'équation différentielle x + x — C cost. La solu- 
tion générale sera : x — (C, + Cit) sin t + C;cost. Les constantes 
inconnues C,,C:,CAsont déterminées en partant des conditions données 


aux extrémités. Le seul couple extrémal admissible sera (x (-), 
: 2 : 4 
u (+)) — [< # sin l, — cos t). 

4. Nous allons montrer par une vérification directe que (x (:-), 
u (-)) E abs min. Prenons une fonction x (-) et une commande w (:) 


telles que le couple (x (+) +x(-), u (+) + u (:)) soit admissible. 
Pour ce faire, il faut que la fonction x (+) € C? ([0, x/21), x (0) — 


= % (0) = x (x/2) — 0 et que la commande uw — x +z. Ona 


JGC)+z(), u()+u()—7(&(0), u())= 


n/2 x/2 m2 
=2 | uu dt + | u? dt>2 | u (x+ x) dt. 
0 0 0 


En intégrant par parties l'expression figurant sous le dernier signe 
d'intégration compte tenu des conditions aux extrémités de la fonc- 
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tion x (-) et de la commande w (+), on obtient 
a/2 n/2 : 
$ A As! x/2 Pi A A® 
| à (a+) dt=ux| —+- | (zu — ux) dt — 
0 0 


TT/2 
0 


= — UT 





1/2 . 
— | (u—+u)xdt—0. 
0 


De cette façon,  (e (-) +æ(-), à (+) +u() > 3 (() u ()), 
donc, (x, u) € abs min, Sy,, — +o. En effet, prenons la suite de 


couples x, (-)=zx()+nr(), w()=u()+nu() u=x+ 


+ x, où x (-) est une certaine fonction Re à C? ([0, x/21) 
et telle que tr +:zZ0 (par exemple, x (t) — t? (t — n/2)?, u — 
= x + x); alors Z (x, (+), u, (-)) — +oo. 


Problèmes 


Résoudre les problèmes de Lagrange” 8.1 à 8.21. 


1 
8.1. | u? dt extr; t—x=u, z(0)—1. 
0 
1 .e e 
8.2. | udtextr. z—z=u, æ(0)=1, +(0)=0. 
0 
1 .… 
8.3. | u? dt extr; z=z=u, 2(0)=0, x) =ShT, 
0 


x (4)=ch1+sh1. 


8.4. | u2dt—extr; x—zx—u, x(0)—x(0)=0, 


z(1)=sh1i, x(1)=ch1+sh1. 
r/2 . e 
8.9. \ u? dt—extr; x+zx—u, x(0)—1. 
n/2 . 
8.6. | u?dt—extr; z+z—u, x(0)=0, z (+)=1. 
0 
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/2 
8.7. | u2 dt—extr; x+zx—u, 
0 


O2 (4)=0 2(3)=- 


w| A 


r/2 
8.8. u? dt extr; x+x—u, z(+)=0, 


: (£ ]=1, 2(0)—0, z(0)= +. 
2 


a 


/ 
8.9. | wdt+ x? (0) + extr: T+x—=uU. 
0 


x/2 : 

8.10. | u? dt +- x? (0) — extr; ttx=u, x (+) =1. 
J 
TI 


n/2 
8.11. | u? dt + x? (0) — extr; z+r=u, 
0 


F)=0, 2 . (5)=1 


u? dt + x2(0) —extr; x + L=u, 


de 


8.12. 


x 


+)=2(0)=0, z (5)=1 


u? dt + 7? (0) — extr; z—x—u. 


8.13. 
8.14. u? dt + x? (0) — extr; z—x=u, x (0) = 1. 


ju di+2 (0) — extr; Z—1=u, 


8.19. 


OS Ole On > à 


0)=x(1)=0, z(1)=—1. 


& 
NT 


8.16. | u2dt+x2(0)—+extr; x+x—u, z(0)—0, z(S]=1. 


0 
1 

8.17. | (æ2+u?) dt extr; z=x+u, SL) te 
0 
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1 
8.18. | (x? Qu?) dt extr; = +u, x (0) = 1. 
0 
Exprimer les extrémales et les équations nécessaires pour la dé- 
‘termination de toutes les constantes inconnues des problèmes 8.19, 
«8.20. Préciser le caractère de l’extrémum fourni. 
1 


8.19. | (x? + u?) dt + extr; T+ V 2x =<ù, %(0)=1. 
8.20. | (x?+u?)dtextr;, r—V 2z=u, x(0) =1. 


0 
: ce 

8.21. | u?di+ a? (T)— extr; x+x—=u, x(0)—1. 
0 


Trouver les extrémales admissibles des problèmes 8.22, 8.93, 
xt/2 

8.22. \ u? dt+x(0)—extr; z+zxz=u, x(0) =0, e(+)=1. 
0 


1 
8.23. (S) | (2 +12) + extr: zy—yr=1, 
0 
x(0)—=0, x(f)=sint, y(0)=1, y(1)=cos1. 


$ 9. Problèmes de Liapounov 


9.1. Problème élémentaire de commande optimale. 
9.1.1. Position du problème. Soient un ensemble arbitraire 
de R’, oo: [é,, t,] X R' —R. Le problème 
t1 
fa()= | 2(D)dtint u (DEA, (3) 
to 
dans l’espace ÆKCT ([6,, t,], R’) est appelé problème élémentaire de 


commande optimale. 
9.1.2. Règle de résolution. Pour résoudre le problème (3), il 


y a lieu de trouver pour chaque t € [£,, t,l un u () tel que 
pl, u(t)=minp(é, u). (+) 
u€E?/ 


u (-) trouvé sera la solution cherchée. La relation (+) sera appelée 
principe du minimum pour le problème (3). 
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9.1.3. Condition nécessaire et suffisante d’extrémum dans le 
problème élémentaire de commande optimale. 
Théorème. a) Supposons continue dans [to, t,1xX U la fonc- 


tion @ du problème (3). Si la fonction u(:) journit un minimum absolu 
du problème (3), alors, pour tout point de continuité de la fonction 


» (-), La relation 


minœ(éi, u)=œ(f, u(t)) (1) 
ueg/ 
est réalisée. 

b) Supposons continue par morceaux la fonction u (-) et admettons 
que la relation (1) est réalisée aux points de continuité de u (-). Alors 
u (-) € abs min 3. 

Remarque. Les assertions analogues à a) et b) sont vraies si 
les termes « continue par morceaux » et « pour tout point de con- 


tinuité » sont respectivement remplacés par les termes « mesurable » 
et « presque partout ». 


< Démontrons l’assertion a) par réduction à l’absurde. Soient 
T (où u (-) est continue) et v € À telles que  (t, v) << œ (7, u (t)). 
Par suite de la continuité des fonctions £ —® (é, v) et é — (é, u (£)) 
(dans le voisinage du point t), on pourra trouver un intervalle À — 
— [tr — Ô, t + 6] tel que æ (é, v) < o (fé, ” (t)) pour t € À. Posons 
u () = u(t) pour té A et u (t) = v pour {€ À. Alors f (u (+) << 


< f (u (-)) malgré la minimalité de u (-). L’assertion b) est immé- 
diate. Pour le cas mesurable, cf. [ATF]. D 


9.2. Principe de Lagrange pour les problèmes de Liapounov. 

9.2.1. Position du problème. Soient À un segment donné (fini 
ou infini) de la droite numérique, 4 un ensemble arbitraire dans 
F',j;: AXR" —=R, X un espace linéaire, g;: X —R des fonc- 
tions convexes pour à — 0,1, ..., m'et affines pour i — m' + 
+ 1,..., m, À € X étant un ensemble convexe. 

Le problème d’extrémum 


FU CN+ 80 (0) = | Po (1 (8)) dt + g0 (0) + inf; 
A 
Fa ())+ ge) 


ee QE PE 
= À (6 u (0) dt+ ee) | 
A 


—=0, i=m'+1, ... G) 


zEA, u(t)EU, 


11-0643 
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est appelé problème de Liapounov. Les problèmes linéaires de comman- 
de optimale se ramènent aux problèmes de ce type [ATFI]. 

9.2.2. Règle de résolution. 

1. Former la fonction de Lagrange: 


LUC), 8, =D (Fi (CN + 8 (R). 
2. Exprimer les conditions nécessaires : 


a) principe du minimum par rapport à uw et à x: 


Ÿ 


min à Af;(é, u)— > hifi (£, u (#), (+) 
uE9 ài=0 
min D ag (2) = À gi (+) 


b) non-rigidité complémentaire : 


hPa.) +: (x) =0, i=1, ..., m'; 
c) non-négativité : 
LM >0,i— 0, 1, be 


3. Trouver les extrémales done c'est-à-dire les x et u (+) 
admissibles qui satisfont aux conditions nécessaires du n° 2 avec les 
multiplicateurs de Lagrange qui ne sont pas simultanément égaux 
à zéro. Pour ce faire, il est bon d’examiner séparément les cas À, — 
et À, = 0. Dans le second cas, on peut poser À, égal à l'unité ou à 
n'importe quelle autre constante positive. 

4. Chercher la solution parmi les extrémales admissibles trou- 
vées ou montrer qu'il n’y a pas de solution. 

Les conditions exprimées correspondent entièrement au principe 
de Lagrange. En effet, conformément à l’idée de Lagrange, il y a 
lieu de considérer deux problèmes : 


£(u(-), &, D—inf; u(D EU, (31) 
£(U(-), , inf; A. (32) 


Le problème (3.) est le problème élémentaire de commande opti- 
male. La relation (+) n’est autre chose que le principe du minimum 
pour (3.,), tandis que les relations b),c) et (xx) traduisent le principe 
de Lagrange pour (3,) (rappelons que c’est exactement ce problème 
que nous avons étudié au $ 4). 

9.2.3. Conditions nécessaires et suffisantes. 

Théorème. Soient f;: À X R' —R des fonctions continues, 


g;: X —R des fonctions convexes pour i — 0, 1, ..., m’ et afjines 
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pour im +1,..., m, À € X convexe, Ÿ' l’ensemble des appli- 
cations mesurables u: AL pour lesquelles les fonctionst—f; (t, u (t)) 
sont sommables sur A. 


A 


Conditions nécessaires. Si le couple (u (:), x) 
représente la solution du problème (3) du p. 9.2.1, on pourra trouver 
un vecteur À = (ko, Àys + + +, Nm) nOn nul et tel que les relations à) à 
c) du p. 9.2.2 soient réalisées. 


Conditions suffisantes. Si (u (-), 2) ET x À et 
s'il existe un vecteur (ko, Ans - + +, Nm) No Æ 0, non nul et tel que les 
relations a) à c) du p. 9.2.2 soient réalisées, alors (u (+), x) € abs min 3 
[ATF]. 


9.2.4. Théorème de dualité. Nous allons nous borner aux pro- 
blèmes de la forme 


LC] 


Fotu(-))= |, u(0) di inf (4) 


A 


Fitu())= | fn u(O) dt, u()ET, i=1, ..., m. 


e 


A 


C’est un cas particulier du problème (3) du p. 9.2.1 quand g;-=0 et 
m — m'. Incorporons (3) dans la famille de problèmes 


Fou(-))—inf Fi(u(-))+a<0. (3 (æ)) 
Définissons la S-fonction du problème (3 («)) par l'égalité 
S(a)=int{Folu(-)IF:((-)+u<0, u(-)E7}, a ER". 


Théorème de dualité pour les problèmes 
de Liapounov. Soient À un segment (fini ou infini) dans R, A 
un espace topologique séparable, f;: AX%R,i—0,1,..., m, 
des fonctions continues, Ÿ° l’ensemble des applications mesurables 
u: À 4 et telles que les fonctions t —+f; (t, u (t)) soient sommables 
sur À. Si la fonction a — S (a)est continue au point à — 0, alors, pour 
tout à« E int dom $S, 


S (a) = ee [«u, œ) + | D(t, u) dt) 


uER7? : 


où Dé, u)=inf (fo(é, LS u;f;(t, u)) [ATF]. 
u€9 i—=1 


11* 
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Problèmes 


Résoudre les problèmes 9.1 à 9.7. 
1 


9.1. | (2x8 — 3t*x) dt + extr. 
9.2. \(x2+ix) dt—extr; x(0)==x,, x(1)== x. 
9,3. | (2x + x3/3 — ax) dt —extr. 
9.4, | (Gatx — x3) dt — extr. 
9.5. |2r2dt—extr; x (0) =0, z(1) = 1. 


9,6. 


cos? tx? dt + extr; æ(0)—=0, x(n)=1. 





9,7. (S) \Vith A at z (0) =0, x(1) —E. 


Om, bn 


Trouver les valeurs numériques des problèmes 9.8 à 9.12 en ap- 
pliquant la méthode de dualité. 


Lo, | 
9.8. (S) | + dt inf, zx=x tu, x(0)=0, x(1)=E. 
0 


LT: 
9.9. | & dt inf x (0)=x(0)=0, r(1)=E, z (DE, 
0 


1 | 
9.10. (S) je EL qe int x (0)=0, x(l)=Ëé (a>0, BP) 
0 


(exemple généralisé de Weierstrass; cas particuliers : exemple 4 du 
p. 0.3, problèmes 9.21, 5.23, 9.5). 


Î . 
9.11. | LE dt + inf; (p(>0), x(0)—0, r(1) —E 
0 
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(cas particulier: problème 9.6). 
be 1 
9.12. | S dt inf; lrdt=t, x(0)=æ(1)=0. 
0 0 


Résoudre les problèmes 9.13 à 9.16. 

9.13. Trouver la courbe de longueur minimale parmi les fonc- 
tions non négatives x (-) définies sur le segment [0, 1], qui s’annu- 
lent aux extrémités et qui bornent une aire donnée (problème de 
Didon). 

9.14. (S) Démontrer l'inégalité de Karlson 


(jr&) <a) 2° dt) ( la? dt) | 


qui est vérifiée pour toute fonction x (-) appartenant à Z, (7) pour 


laquelle | Pr? dt Lo, où T1—=Rou R,, K(R,)=—n?, K(R)—4n2. 


9.15. | x2dtinf;s æ(0)=x(0)—0, (tr) =E, 


(œLEE hs 


Our... <tinel, BER, k=1, ...,m 


{problèmes des splines). 

9,16. (S) Trouver la densité de probabilité à entropie diffé- 
rentielle maximale parmi les densités de probabilité p (-) des varia- 
bles aléatoires à espérance mathématique nulle et à dispersion donnée 
(problème de Shannon). 

Signalons que la plupart des problèmes du $ 8 peuvent être ré- 
solus en les ramenant au problème de Liapounov. 


$ 10. Problèmes de commande optimale 


10.1. Principe du maximum de Pontriaguine. 

10.1.1. Position du problème. Nous allons appeler problème de 
commande optimale (sous sa forme de Pontriaguine) le problème 
suivant considéré dans l’espace XCT (A, R°) X XC (A, R’') x R°: 


Po (x (-), u(-), Lo, t;) — inf, (3) 

2 (=, x (8), (th (1) 
u(t)EU VtElt, til (2) 

8 ; (x (-), u (-), Los t)<0, i= 1, es m'; (3) 


Bi(æ(C), u(-)s do, 4)=0, i=mÆ4l, ..., m, (4) 
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1 


Bi), u() te 4)= | fé 2 (D, u(E) dt+ 


t 
+ Ÿ; (£o % (to), Li, x (t)), i—0, 1 ..., M, 


Ici, À est un segment donné fini, to, 4 EA,f;: R X R'XR  — 
— R sont des fonctions de n + r + 1 variables, 4%,: R x R°XR X 
X R? —R sont des fonctions de 2n + 2 variables, oœ: R X R?° X 
X R7 — R’ est un vecteur fonction de nr + r + 4 variables, AL est 
un ensemble arbitraire pris dans R”. Un cas particulier du problème 
(3) se présente lorsque l’une des extrémités ou même toutes les deux 
sont fixées. 

Le vecteur fonction x (-) est appelé variable de phase, u (+) étant 
la commande. L'équation (1), que l’on appellera relation différen- 
tielle, doit être réalisée en tous les points de continuité de la com- 
mande w (-) sur l'intervalle (#,, t.) (dans le p. 10.1, cet ensemble sera 
désigné par T). 

Le quadruplet (x (+), uw (+), to, t) est appelé processus de com- 
mande dans le problème de commande optimale si x (+) € KC4 (A, R'), 
u (-) € KC (À, R') et si la relation différentielle (1) et la contrainte 
du type inclusion (2) sont réalisées. Un processus de commande est 
considéré admissible si, en outre, les relations (3) et (4) sont vérifiées. 


Un processus de commande admissible & — (x (-), u (: ), to, t) 
est dit (localement) optimal (on dit encore processus optimal au sens 
fort) s’il existe un Ô > 0 tel que pour tout processus de commande 
admissible Ë — (x (+), u (+), to, t:) pour lequel 


(x (-), Lo; ti) — (x (:), Lo; Li) Ioca, rtxr? © 0 
l'inégalité F0 (E) > Po (Ë) soit vérifiée. 


10.1.2. Règle de résolution. 
4. Former la fonction de Lagrange: 


to  i—0 


+ Ai (bo, x (to), l4, x (1;)), À = (A, ee ..: Âm); 


i=0 


p(-)EKCT (Lo Hi], R*). 


2, Exprimer les conditions nécessaires d’optimalité du processus 


A 


E= (x), u(-) to 4): 
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a) de stationnarité par rapport à x (équation d'Euler): 


m 


LL. (+ (00 p(9= D Mix (9) — p (9 Ga () 
1=0 


pour le lagrangien 
L= > Mfi(t, x, u)+p(t)(xæ—çp(t, x, u)); 


b) de transversalité par rapport à x: 
LC) =) da + PO EE bis #20, 4, 


pour le terminant 
m 


ET (los do tn 2) 2 ae (los Los bis 24); 


c) d’optimalité par rapport à uw consistant en le principe du mi- 
nimum sous sa forme de Lagrange: 


min L(t, x(t), Et u)= L(t, x(t), Pr u()) 
uE 


<= min D fi (, x(t), u)—p(tjo(t, x(t), u))= 


= À hihi, 2 (0, 2) PDP, 79, 2 (0) 


ou en le principe du maximum sous sa forme de Hamilton (de Pon- 
triaguine) : 


max H (4 z(t), u, p()=H(t, x(t), u(t), p(t)), 


où 
I (+, x, U, p)= pq (#, , u)— 2 Aif: (6, X, u) 


est la fonction de Pontriaguine; 
d) de stationnarité par rapport à fr: 


Lt, —= 0 > (= 171 2 if: (#3) nu à À; (bit, + Dix (é)) —_ 


<0 H(4)=(—10"412, k—0, { 
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(la condition de stationnarité n’est exprimée que pour les extrémi- 
tés mobiles) ; 

e) de non-rigidité complémentaire : li @ ; &=0, RER 18 . M’; 

f) de non-négativité: À; > 0, i — 0, 1, , M 

3. Trouver les processus de commande ire pour lesquels 
sont remplies les conditions indiquées au n° 2 avec les multiplica- 
teurs de Lagrange À et p(+) qui ne sont pas simultanément égaux à 
zéro. Pour ce faire, il est bon de considérer séparément les cas À, = 0 
et Ào = O0. Dans le second cas, on peut poser À, égal à l’unité ou à 


toute autre constante positive. 
4. Chercher la solution parmi les processus extrémaux admissi- 


bles trouvés ou montrer qu’il n’y a pas de solution. 
On peut montrer que la règle de résolution qui vient d’être expo- 
sée est entièrement conforme au principe de Lagrange de levée de 


contraintes. 
10.1.3. Conditions nécessaires d’extrémum. 
T h é o T è m e (principe du maximum de Pontriaguine). Soient 


Ë — = (x (-), u (:-), ta 4,) Le processus optimal du problème de commande 
optimale, - i — 0, 1, ..., m, des fonctions continues avec leurs 
dérivées partielles par rapport à x dans l’ensemble Ÿ' X %, où Ÿ' est 


un certain voisinage de l'ensemble {(t, x (t)) |t € Lé,, 1,1}, et soient 
Ds ve: 0 ds. 5 ms des jonctions continäment dérivables dans le 


voisinage du point (to, x (e o); th, x x (t)) (condition de différentiabilité). 
Ceci étant, on peut trouver des multiplicateurs de Lagrange À — 


= (ho, À, + + ., ÀÂm), D (+) E KCT (lo, til, R?*#) qui ne soient pas si- 
multanément égaux à zéro et tels que, pour la fonction de Lagrange &, 
(p. 10.1.2), soient remplies les conditions: 

a) de stationnarité par rapport à x (équation d’Euler): 


p(O+p(bpx(D=fs(t) VIET, 


m 


(Et) 2 AE, Sy): 


b) de transversalité par rapport à x: 


P (to) = Los p (ti) = ser br; 
c) d’optimalité par FAP RON à u: 


f(, 20, m—p(be(t (0, W>f(0—p(dp() VEET, Vue: 
d) de stationnarité par rapport à t,, k = 0, 1: 


. Î (£o) SE bo ÉE bxP (o) = 0, F(É1) nu a lx1P (4) = 0; 
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e) de non-rigidité complémentaire : 


AP: (E)—0, i=1, ..., m' 
î) de non-négativité: 
À, >0, == 0); Le ..., m'. 


10.1.4. Démonstration du principe du maximum de Pontriaguine:- 
pour les problèmes à extrémité libre. Nous allons donner la formu- 
lation et la démonstration du principe du maximum de Pontriaguine: 
pour un cas particulier du problème de commande optimale, notam- 
ment pour le problème à extrémité libre et à temps fixe: 


ch 


1 
B(x(), u(-))= |/(6 x), u())dt+p(x(h)) inf (8) 


C2 


10 


2(t)=o(t, xt, u(b), u(DEU, x(to) = to. 


Théorème. Soient (x (-), u (-)) le processus optimal dans le: 
problème de commande optimale (3). f et @ des fonctions continues avec 
leurs dérivées partielles par rapport à x dans l’ensemble T° X %, où 
3" est un certain voisinage de l’ensemble {(t, x (t)) |t € Léo, til}, VE 


€ D (x (£,)) (condition de différentiabilité), et soit U un ensemble arbi- 


traire dans 
Ceci étant, est remplie la condition d'optimalité par rapport à u: 


fG, a), u)—p(Do(t, xt), u>f(t)—p(t)p (6 
ViET, Nue, (1} 


où p (-) est la seule solution de l'équation différentielle 


p(t)+p(hq(0=fi(t) VEET (2) 
avec la condition aux limites 
p(h)= —" (x (t)). (3) 


Signalons que le multiplicateur de Lagrange À, auprès de la. 
fonctionnelle # s'avère être égal à l’unité, alors que la condition 
de transversalité par rapport à x ({,) n’est pas essentielle. 

L’unicité de la solution de l'équation (2) avec la condition aux 
limites (3) découle du théorème d'existence et d’unicité de la solu- 
tion du problème de Cauchy pour les systèmes linéaires [ATF]. 

4 A) Variations en aiguille. Fixons un point 
t E T, un élément uw E À et un nombre & > 0 tellement petit que: 
(rise le EE 
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La commande 


U, o={ u (t), té[T—-a, T); 


V, tE[T—-&, ©), 


‘sera appelée variation élémentaire (en aiguille) de la commande 


u(-). Soit x, (t) la solution de l’équation x (t) — o (é, x (t), u, (t)) 
avec la condition initiale x (f,) — xs. D'après le théorème local 
d’existence [ATFT], la fonction x, (+) est définie pour à < &, dans 
un certain voisinage du point f{,, mais, du lemme 1 qui sera formulé 
plus bas, il s'ensuit qu’en réalité le vecteur fonction x, (+) est uni- 
voquement délini sur Le segment [é,,t.,] tout entier. Le vecteur fonc- 
tion x, (-) est appelé variation élémentaire (en aiguille) de la fonc- 
tion x (-), la paire (x, (+), u, (-)) étant la variation élémentaire du 
processus (x (-), u (-)). La paire (t, v) qui définit cette variation sera 
appelée aiguille élémentaire. 

B) Lemme 1 (sur les propriétés de la variation élémentaire). 
Soit (T, v) une aiguille élémentaire fixe. Alors il existe un nombre 
œo > 0 tel que [IT — à, 71 T et que pour tout &« E [0, &ol soient 
réalisées les conditions suivantes : 


1) La fonction x, (+) est définie sur le segment [t,, t,] tout entier et, 
par ailleurs, 


r,(Dær(t) Viélé, te], 1x, (C)—2()llctre-tn->0 
jour @œ — +0; 


2) x, (t)—x(t)=ay(t)+r, () VE, t,], de plus, sup Ire 
tE[T, t1] 
— 0 pour a —+(); | 
3) la fonction y (+) est continûüment dérivable par morceaux sur 
[T, t,] et vérifie l'équation différentielle 


y(=p(t)u() VtElr, HN (4) 


avec La condition initiale 


y(D=p(r, z(r), v)—p(r)=Aœ(r, v). 


La démonstration du lemme découle des deux facteurs de base 
de la théorie des équations différentielles ordinaires: théorème local 
d'existence et théorème de dérivabilité continue de la solution par 
rapport aux données initiales. La démonstration de ces théorèmes 
est donnée dans [ATFI]. 

C) Lemme 2 (sur l’accroissement de la fonctionnelle). Soient 
{t, v) une aiguille élémentaire fixe et y (a) = # (x, (+), ua (-)). 
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Alors la fonction y (+) est dérivable à droite au point zéro et 


M (+0)=f(r, z(), v)—f(m)— pr) y(r). 


<< En utilisant le théorème de la moyenne pour les fonctions 
numériques, la règle de dérivation sous le signe d’intégration et le 
lemme 1, on obtient 


t1 


4° (4-0) = Tim ÉGELO dim + | Ds, 2. (é), u,, (t)) dt — 
œy 0 œ œ ; 


œt0 


t1 | 
À 56, 36, & 00) dt) + tim LEVÉ D) 
to œt0 œ 


lim À GE œ (D, v)—f(0) dt+ 
* @œy0 e 


1 


HTC ae (0, (0) —À (0) dt) + Ce (6) y (4) = 


a à 
=f(r 200, v)—f(D+ | (0 y (0 dé+p (x ()) y (6). 


Ea exprimant f à partir de l’équation (2) et compte tenu de l’équa- 
tion (4), on a 
1 l 


LG y (D dt= | (p(0 + p (0 6 (0) y (D dt 


= (Ou (+ put) = | (p (D y (D) dt = 


= p(h)y(4)— p(T) y(T). 
t1 : 
En substituant la valeur trouvée de | f-y dt dans l’expression de 
T 


y" (+0) et compte tenu de la condition (3), on obtient la présentation 
cherché. EE 

D) Conclusion de la démonstration. Du lem- 
me {À il découle que si & € [0, ol, alors (x, (+), u, (-)) est Le proces- 
sus de commande admissible et x, (+) tend uniformément vers 


x (-). Etant donné que œ (-), u (-)) est un processus optimal, alors, 
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pour des &« > 0 petits, 


(tt) ut)>Pr (Gt), 4) :(0)>%(0. 


D'ici, d’après le lemme 2, y’ (+0) > 0 et de l’expression pour 
X" (+0) et y (t) il vient que 


f(x, z(t), v)—p(Do(r, x(r), > 
>f(mM—pii)p(r) VreT et Vueqd, 


ce qui signifie que la relation (1) est réalisée. © 

Passons maintenant à la démonstration du principe du maximum 
dans le cas général. 

10.1.5. Assertions et constructions auxiliaires. 

A) Lemme sur la famille centrée. Soient K un 
compact et {K,}seu une famille de sous-ensembles fermés de K dont 
n'importe quelle sous-famille finie possède une intersection non vide 
(famille centrée). A lors l'intersection de tous les ensembles de la famille 

Ka}aen est non vide. 
<< Désignons par ©, le complémentaire de K, dans À (O0, — 


— KKK,). Alors ©, est ouvert dans À. Si fN K, = ©, alors 
ae ll 


U ©,=K, c’est-à-dire que {O,}4en est le recouvrement ouvert du 
ae 
compact X. D’après la HALO du compact, on NUE trouver des 


Us + + +» Om tels que Ù Où; = — K. Mais alors nl Ka; = © con- 
tredit la définition de + famille centrée. Donc on K, e D. DE 


B) Variations en aiguille. cn. on a pu se li- 
miter à une seule aiguille, mais cela n’est plus possible et il faudra 
considérer des paquets d' aiguilles qui seront définis ci-après. 


Soit x (+), u (:), d +) un processus optimal. Choisissons un 
eg >> O0 tellement petit que de la e&-proximité des graphiques La et 


l', pour le processus admissible (x (+), uw (: ); Li: ti) il découle l” iné- 
galité Bofxt(-),u (-), Lo: di) > Box (-),u (-), to, A Prolongeons 
u (+) sur le segment [to — €, t + el par les constantes w (&,) etu (£). 


Incorporons le processus (x (-), u (-), to, +) dans une famille de 
variations aux paramètres finis. Don ce faire, on fixe un À naturel 


et deux paquets T = (rs TN): << TRS RIVE 
<= 4 (Ti ET Co F7 où 7 représente l’ensemble des points de con- 


tinuité u (. Detu— (1, ..., un), vi; EL. Soit & = (ay, . .., @x), 
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N 
a; > 0. Désignons >. | a; | par | &« |. Posons 
1 


1— 


u(t)=uz(t, T, v)= 


A A À N 
u (t), tE [to —E€, GS À;, 


Vi, LEA, Aj=[T—(N—i) [ali —;, Ti —(N —i) Iæ|:). 
Certains points t; peuvent se confondre. Toutefois les intervalles semi- 
ouverts À; (de longueur «&;) sont choisis de façon qu'ils ne se coupent 
pas et que, pour un | & |, petit, ils se situent dans T. Examinons la 
solution de l'équation 


LÉO, u=(t)) 
avec la condition initiale x (&,) = x, où le point (£,, xs) se trouve 
dans un e-voisinage du point (bo, x (to). Désignons cette solution 
par æn (+), où n = (te, To, @, ..., an) E RNA 


C) Sur les systèmes d'équations différen- 
tielles. Considérons le problème de Cauchy 


PT: CA PR TE (1) 


où F:G—R" (GEO(R X R')) est une fonction continue et 
continûment dérivable par rapport à x. Alors, si x (-) est La solution 
de ce système dont le graphique est contenu dans G et qui est définie sur 
le segment [t,, t.], on peut trouver un ô > 0 et un voisinage G, du 
graphique du vecteur fonction x (-) tels que, pour tout point (to, xo) € 
€ G;, il n'y ait qu'une seule solution X (-,t,, xo) du problème de Cau- 
chy (1) définie sur [to — 6, t, + 6], La fonction (£, Los Zo) — ZX (t, Los Zo) 
étant de plus continûment dérivable dans le domaine (t, — 6,1, + 6) X 
X Get 


0X 
Ôto (#, Lo; To) = 2 (é, to); 


Xo—=X( t0) = 








0x 0 LP EC), 


Si Vo Lo» To) 





xo=xX(t0) 


où Q (é, to) est le système fondamental de solutions de l'équation aux 
variations 


d __ 
dt (2 (4, to) Ti Fs (é, La (t)) (2 (£, Lo); G2 (to, Lo) = Î. 

C’est le théorème classique sur l’existence et la dépendance con- 
tinûment dérivable des solutions des équations différentielles des 


données initiales [ATFI. 
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D) Lemme sur la variation en aiguille. Soient fji- 


xés N, T — (T4, ….., Tw); fi . ES à LT T " T; ET, D == 
— (v,, ..., Uy), V, EU. Ceci étant, il y a un e& > 0 tel que, si 


0 |al, <&9, leo — 2 (b)| 60. nr lee. alors A, CT et en 
outre: 


1. La trajectoire xh(:) est définie sur le segment PEDS 





tel, et [tn De bl,se pour n—n— (to, 
x (bo), 0, re tn 0). 

2 application (t, n) = (£, dos Toy Au, ..., An) 7 Tnt) est 
prolongée à une application continûment dérivable dans un certain 
voisinage (4, n) = (é, Lo & (to): 0! 242, 0), et, de plus, 

0xn (t) 
Fe 2 M) AP 0) 2 
On (à) À 
_— = 2 (é, to); (3) 
ôx (t) A A A 
. L = —Q(t, &)9 (60), (4) 
1 
Oæ , (E) . 
| =, (5) 
t=t1 


où Q (t, to) est le système fondamental de solutions de l'équation aux 
variations 


Q (6, t)=p (DA (E, bo), Qlo to) =L. 


Traçons le chemin qu'il faudra suivre pour démontrer le lemme. 
La formule (2) représente le contenu du lemme sur les propriétés 
de la variation élémentaire exposé au p. 10.1.4. En effet, si l’on fixe 
to —=t, 2) =x(ts) et si l’on pose & — (0, ..., @, , O) (le 
nombre « représente la k-ième composante du vecteur a) lo n 
devient dépendant exclusivement de &, tandis que x, (+) se trans- 
forme en x, (-) figurant au p. 10.1.4. Il est alors évident que l’asser- 


tion 3) du lemme sur les propriétés de la variation élémentaire et la 
formule (2) signifient la même chose. La formule (5) découle immé- 


diatement de la définition. Supposons maintenant uw (-) continue. 
Dans ce cas, les formules (3) et (4) résultent du théorème de la dépen- 
dance dérivable des solutions des données initiales formulée en C). 


Mais si u (+) est continue par morceaux, alors le théorème indiqué 
en C) doit être appliqué plusieurs fois sur chaque portion de conti- 
nuité pour obtenir (3) et (4). Pour plus de détails, cf. [ATFI. 


$ 11] PROBLÈMES DE COMMANDE OPTIMALE 175: 


10.1.6.. Conclusion de la démonstration. Fixons de nouveau 
Net (t, DE TN x WU. 

A) Réduction à un problème de dimension. 
finie. Notons 


N 2 
2= (1; = (1; Lo, Lo; 1, ….... @x);: zER LL , 
posons 
F;(z)= Fit, Lo Los Gus ..., An) = 
t1 


= | fi (8 20 (0, dx (0) dE + be (to, Los fs An (é)) 
10 
et considérons le problème 


Fi(z)—inf; F;(2)<0, i=1, ..., m', F;(z)—0, 
meet, soi M: a>0. Ge) 
En vertu du lemme sur la variation en aiguille, #; € C! (W), où. 
W est un voisinage du point z— (# to. x (bo). 0, ..., 0) dans RVT"#2, 
Lemme.z— (#.. n) = (t. to, x (4). 0, ..., 0) € loc min 8z 5° 


<< Supposons e choisi de façon que d’une e-proximité des. 
graphiques [', et [ (où (x (-), u(-), to, t,) constitue un processus 


admissible) il aol inégalité # , (x (-),u (+), to ti) > 8, (-), 
u (: ), ta, +). Choisissons maintenant e, de façon que des relations. 
OS |a hi < 80, Fe | <Z 89: lxo— x (t to) | < €0 et selon le: 
° 4 du lemme sur la variation en aiguille il découle que le graphi- 
que Le est disposé dans une e-proximité du graphique la. 


Choisissons Ê de façon que de la relation | z — z |<Z'E, on ait 


les inégalités | &, | < £o, | to — to [<< 89, | Lo — 2 (t o) | Evo. Ceci 
étant, il vient que siz — (,, n) sera un point admissible dans (3= =) 


et tel que |z— z | 'e,, alors F, (2) > F, (4). DE 

B) Application de la règle des multipli- 
cateurs de Lagrange au problème (x 5). D’après: 
le lemme qui vient d’être démontré et le théorème sur la règle des 
multiplicateurs de Lagrange pour un problème différentiable aux éga- 
lités et aux inégalités . 2.3.3), on peut trouver des multiplicateurs. 


de Lagrange or. Us -.., Un qui ne sont pas tous égaux à 


zéro (À; = À; (t, v), u; = Wii (t, v)) et tels que, pour la fonction de: 
Lagrange 
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les conditions de stationnarité (£,= 0), de non-négativité (A >0, 
i=0, 1, ...,m',u;,2>0, j=1, ..., N) et de non-rigidité com- 


plémentaire (A,F,; (2) =0, i—1, ..., m') soient remplies. 
Posons 


Où p;(-) est la solution du système 
Pi (t) + pi (Ë) px (4) = fix (4) 


avec la condition aux limites p; (£,) = he 
de même que de la définition pour Q (#, to), il vient 


De ces définitions, 


A 


P(D+P(D 0e (=) Pi) = — Ts (1) 
LGha(, = OO À) 


t1 N 
L —— | f (é, Ln;, u=) di do ] (Los Lo; Li, Zn ( = 1 
to 1 
Ecrivons sous forme développée les conditions de stationnarité de 


Aa fonction de Lagrange Z au point 2 compte tenu du lemme sur 
l'accroissement d’une fonctionnelle et des formules (2) à (5) du pa- 


ragraphe précédent : 





92 (7) + LE — 
— = Af(tr, Va) — p (tr) AP (Tr, Ur) — Un = 0, 
Let, He NS (2) 
_ £ | 
0£ FE de ; | 
© Dur à , (0) Cdt ot, Fu 





=D (2)Q(É, )—p (É0) + Leo La Q (bo 60) = — P (É0) + lo = 0, (3) 
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- é 
0 7e de 0Zn (t F 
D ft | LOT ++ 
272 â n=n"n 
bandit - Hi SE hétre 
+ les Ôto = —f(to) — p (4) Q(t, to) p (éo) + 
n=1 
gi à P (ki) P (és) + LR (ë, Lo) p (é) 
= — (lo) +p (fo) P (és) + H5=0, (4) 
0£ 


lu) + da + Du (6) = F (4) + ln — pk) PE) = 0. (5) 
2=2 
Il est évident que À 0, car, s’il en était autrement, les défi- 
nitions de f, p et les relations (2) donneraient u = 0 qui n’est pas 
possible. En multipliant par une constante positive, on norme le 


vecteur À de façon que >) À? = 1. 
0 


De cette façon, on vient de démontrer qu'il existe un vecteur 
unité À tel que les relations (1) à (5) soient réalisées et qu’en outre 


MP(G)=0 À#;,(Ë)—0, i=1, ...,m’, (6) 
M0, i—0, 1, ..., m'. (7) 


C) Conclusion de la démonstration. Considé- 
rons, dans l’espace R"*1, les sous-ensembles Æ (t, v),vEU,TET 


de la sphère compacte S = {à | D A2 — 1} constitués des vecteurs À 
0 


pour lesquels les assertions a) à f) du théorème sur le principe du 
maximum de Pontriaguine sont réalisées et posons en c) £ = 7, 
u — v. En partant de la définition de l’ensemble Æ (rt, v), on déduit 
sans difficulté que les sous-ensembles indiqués ci-dessus sont fermés. 
En vertu des conditions (1) à (7), toute intersection finie des ensem- 
bles À (tx, Ur), k = 1, ..., N, est non vide. D’après le lemme sur 
la famille centrée, tous les ensembles Æ (rt, v) sont dotés d’une in- 
tersection non vide. Cela signifie qu'il existe un vecteur non nul 
À =: (A, : «+: Am) et une fonction p (+) E KC1 (I, t,l, R'*) tels 
que les assertions a) à f) du théorème soient réalisées avec la condi- 
tion d'optimalité qui est remplie pour n'importe quels tE€ 7’, v € AL. 

Remarque. Le principe du maximum est démontré dans l’es- 
pace 
KCT (lt, &1, R7) x ÆC (lé, tl, R7) x R?. 


12—0643 
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En introduisant des modifications insignifiantes, on arrive à mon- 
trer sa validité dans l’espace 


Put El RTK Best El: RP) X R° 


10.1.7. Exemples. 
Exemple fi. 


B (x(-))— | (2x) dtinfs [xl &1, x(0)—0. 
0 


Solution. 1 Ramenons ce problème à la forme des problè- 
mes de commande optimale en introduisant la commande w (-): 


is dt + inf: t=u, uE[—1, 1], x (0) — 
0 
Fonction de Lagrange: 
4 


f — | (A (u? + x)+ p(x—u)) dt + Ax (0). 
0 


2. Conditions nécessaires : 
a) équation d’Euler pour le lagrangien L — À, (u? + x) + 


+ p (6 — u): 
+ L+ls=0 > p = do 
b) transversalité par rapport à x: 
L. (a) =(— 1) bu 420, 1 p(0)=2, p(4)= 
c) optimalité par rapport à u: 
os , (Aou? — pu) — hou? — pu. 


3) Si À = 0, alors a) donne p — 0 et b) donne p — à — 0, donc 
tous les multiplicateurs de Lagrange se sont avérés nuls. Posons À, — 


— 1. Dans ce cas, a) donne p — 1 et b) donne p = t — 4. De la con- 
dition c) il vient 


: sgn p, [p/2]> 1, * —1, 0ZSt<2, 

= | pl2, |[p/21<1, = i-| (f—4)/2, 2<1<A4. 

En partant de la condition initiale, on trouve la fonction continue 
x —t, 0Li<L2, 

i@=| J4— +1, 2LILA. 
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4. Ici, on peut montrer que x € abs min en suivant plusieurs 
voies. Primo, on peut se référer au théorème d’existence exposé au 
p. {0.3.5 et à l’unicité du point critique. Secundo, on peut invoquer le 
fait qu'il s’agit d’un problème convexe, or pour les problèmes de 
programmation convexe, les conditions nécessaires pour un mi- 
nimum lorsque À, 0 sont en même temps suffisantes (p. 4.1.3). 
Finalement, on peut entreprendre une vérification directe en procé- 


dant comme suit. Soit x (+) + x (+) une fonction admissible. En 
intégrant par parties et ayant en vue que x (0) — 0 et x (£) = (t — 
— 4)/2, 2<Lt<L4, on obtient 

D: 
B(a()+2()= \(G+a)+ +2) dt= 


0 


4 h à a 
—B(x(-)+ | 2 dt+ | 2x dt+ | rd(t— 4) 
0 0 0 


L 4 . 
=R(a()+ | a dt+ | (25-144 x dt= 

0 0 

: L. 2 
= # (z(-))+ | a dt+ | (2—Hrd>e(x(-)), 
0 


0 


car sur l'intervalle [0, 2], x > 0. Donc x € abs min. 
Exemple 


Tinf, |r|&1, 2 (0)=E, 2(0)=E, æ(T)=x(T)=0 


(problème le plus simple de temps minimal). 
Solution. 1. Ramenons ce problème à la forme des problè- 
mes de commande optimale du p. 10.1.1 en effectuant le changement 


des variables x, = x, x, = x et en introduisant la commande u = x: 


T — inf; T1 = Lo, To =, uE[—1, 1], x, (0) =&, 
Ta (0) = 6, «1 (7)= 2x (T)=0. 
Fonction de Lagrange : 
T 


L = | (Pi (ti T2) + Pa (Z, —u)) dt + 
0 


+ ol + A (xs (0) — Es) + ke (to (0) — Eo) + Age (7) + luxe (T). 
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2. Conditions nécessaires : 
a) équations d'Euler pour le lagrangien L = p, (x — 2) + 
+ Po (te — u): 
d A A | | e 
. Le +Lx,=0, 11,2 pi 0, 


t 


Pa = — P Pet) =Ct+ Ci; 


b) transversalité par rapport à x pour le terminant ! = À,T + 


+ An (ta (0) — Ë1) + À (re (0) — Eo) + Asts (T) + Mo (T): 
P1(0) =, Pa(0)= A» P1(T)— — 3, Pa(T)= — À; 


c) optimalité par rapport à w (les termes qui ne dépendent pas 
de x ne figurent pas): 


min (— pe (Du) = — pa (9 (9 = à (0) — sen pe (0) pour pe (0 À 0 
u T do 
d) stationnarité par rapport à T: 


Pr=0 <= 4m (T) + (T)=0. 
Compte tenu du fait que 
2 (T)=0, k=—po(T), Pa(T)u(T)= Ip: (T)|, 


on obtient Zr—=0<—À5—=/|p2(T)|,. 

3. Si Ào — 0, d) donne p, (T) — 0. Dans ce cas, p, ne peut pas 
être identiquement égal à zéro, car, s’il l'était, tous les multipli- 
cateurs de Lagrange seraient nuls. Donc, de a) on tire p, (t) = C (t — 


— T), ce qui fait que c) donne u (t) = 1 ou u (t) = —1. L'ensemble 
des conditions initiales correspondant aux équations de ce genre 
est décrit par l'équation 


[— V 26, E=0, 
\y by E LO 
G = 1 a (0 = Pt, a (0 = —(T — 902 = E92 = E;; 


le cas où u = 1 est analogue). 

Mais si E,  o (E,), alors À, = 0 et l’on suppose À, = 1. Il dé- 
coule alors de d) que | p, (T) | = 1, et l’on dispose de deux possi- 
bilités : 


É = p(&), op (E) — 


pi(t)=C(i—T)+1, pr()=C(i-T)—1. 
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En vertu de c), aux possibilités susmentionnées on associe les équa- 
tions suivantes : 


—1, OLi<T, 1, CET, 
“(D = | «(= 
LTETE TE: —1, T<I<T. 
Considérons les trajectoires correspondant aux commandes opti- 
males u+ et u- sur le plan (x,, x.) appelé plan de phase (fig. 5). 
Pour les valeurs de t pour lesquelles w (t) = 1, on a 


rte t+C'æ me + Ct+C = EC. 


De cette façon, la trajectoire de phase qui correspond à ces valeurs 
de t est un tronçon de la parabole x, — x?/2 + C. Le sens de mou- 





Fig. 5 


vement suivant cette parabole est déterminé par la condition impli- 
quant l’accroissement de x,, car, dans ce cas, x, = 1. D'une façon 


analogue, on trouve que, pour les valeurs de #, pour lesquelles w (£) — 
— —1, la trajectoire de phase est représentée par un tronçon de la 
parabole x, — —25/2 + C, tandis que le sens de mouvement est 


déterminé par la condition que x, diminue, car x, = —1. 

Nous allons indiquer maintenant l’endroit du plan de phase 
(x, æ2) où doit se produire la commutation de la commande. En se 
déplaçant suivant la trajectoire de phase dans le sens autorisé, on 


doit aboutir au point cherché (0, O0) (x (T) = x (T) — 0) au moyen 
d’une seule commutation au maximum. L'ensemble des conditions 
initiales correspondant aux commandes u+ (+) et u— (+) est décrit par 
les inégalités E, > q (£:) (pour u+ (-)) et £, << p (&1) (pour u- (-)) 
(cf. fig. 5). Les commutations sont effectuées sur la courbe &, — 
— ® (£,). Il est aisé de voir qu’à chaque condition initiale il corres- 
pond une et une seule courbe de phase menant au point (0, O0). 
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Etant donné que sur la trajectoire optimale on a toujours | To | = 


— 4, alors x, = [t | + C, donc le temps de mouvement 7T — 
— Var x. 

4. Nous allons montrer que la trajectoire optimale qui part du 
point (£, &,) fournit la solution du problème. Admettons que l’on 


associe à cette trajectoire la commande w (-) (pour plus de précision, 


u- (-)), la fonction x (-) et le temps T. Supposons maintenant que 
l’on dispose d’un autre processus de commande (x (+), u (+), T), 


TE Î. Précisons la définition de la fonction x (-) par un zéro sur 
le segment [T, T1. 


D'après les conditions à l'extrémité gauche, les fonctions x (-) 
et x (:) peuvent être présentées au point sous la forme 


T 


x (T) — | (r—s)x(s) ds+ET+E. 
0 


Vu que 2 (5) =1>x (s) VsE[0, t) on a 


A 


2 (TD) —x(t)= | (T—s)(1—x(s)) ds >0, 


Cr À 


* © 


de plus, l’égalité ci-dessus n’est possible que si en tous les points de 


continuité x (s) = 1, mais alors x (ét) — x ({)VtE [O, xl. 
En procédant d’une façon analogue et compte tenu des condi- 


tions à l'extrémité droite, les fonctions x (+) et x (+) peuvent être 
présentées au point Tt sous la forme 


T 
x (T) — | (s—) x (s) ds. 


Etant donné que x (s)>—1=7 (s) VsE (Tr, T), on à 
T 
z(t)— x (rt) = À (s—T)(—1—x (s)) ds<O 


Dans ce cas également, l’égalité n’est possible que si x (s) = —1 et 
z ()=r(OVtEI, TI. 

De cette façon, on a x (x) — x (rt) et, par conséquent, x (é) = 
= z ()VtE[0, PI. D'où T = T. 
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10.2. Principe du maximum et conditions nécessaires pour le 
minimum dans le calcul des variations classique. Dans le présent 
paragraphe, on examinera les conditions nécessaires pour le mini- 
mum des problèmes étudiés aux $$ 5 à 7. Toutes les conditions né- 
cessaires pour le minimum seront déduites du principe du maximum. 

10.2.1. Problème le plus simple. Nous allons démontrer la né- 
cessité formulée dans le théorème 1 du p. 5.5.1 et nous allons montrer 


en outre que si x (+) fournit un minimum local fort du problème, alors 
la condition nécessaire de Weierstrass 


E(E, z(t), at), u)>0 VueR”, ViElts til, 


est satisfaite. (La définition de la fonction de Weierstrass a été don- 
née au p. 9.6.2.) 

A) Condition de Weierstrass pour un mi- 
nimum fort. On formalise le problème (3) du p. 5.5.1 en tant 
qu’un problème de commande optimale 

Î1 . 
| L(t, x, u)dt—inf;, z=u, x(t)=xs, x(ty)—=x, (3) 
to 


De la condition en vertu de laquelle x (-) fournit un minimum 
fort du problème du p. 5.5.1, il vient que la paire (x (-), u (-)), 


où u ()=x (t), représente le processus optimal dans le problème 


(3). Conformément au principe du maximum de Pontriaguine, on 
peut trouver des multiplicateurs de Lagrange 4,, À, À, et une fonc- 
tion p (-) € KCT (to, t1l, R”) qui ne soient pas simultanément égaux 
à zéro et tels que, pour la fonction de Lagrange 


1 
g= (LE, 2, u)+(p(#), à —u)) dt+ ur (bo) + hu (b), 
10 
les conditions 
a) de stationnarité par rapport à x (équation d’Euler): p = 


= loLz (à); 
b) de transversalité par rapport à æ: p (to) = A4, P (ti) = —àe; 
c) d’optimalité par rapport à u: 


hoL(t, z(t), u)—(p(t), u) >AL(t)—(p(t), z(t)) 
VueR”, ViElto, til, 


soient remplies. 
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Si Ào — 0, c) donne p = 0, tandis que b) indique que tous les 
multiplicateurs de Lagrange sont des zéros. Donc À, = 0. Posons 


Ào = 1. Alors c) donne p ({) — L. (t), et la condition c), lorsque 
ko = 4etp (t) — L. (t), n’est autre chose que la condition de Weier- 


Strass. 
B) Equation d'Euler et condition de Le- 


gendre. Etant donné que x (+) € loc min 3, pour toute fonction 
x (+) E CL (Lo, 4l, R°}), la fonction @ (à) = 4 (x (+) + Àx (-)) pré- 
sente un minimum local au point zéro. Dans ce cas, conformément à 
la condition nécessaire pour le minimum d'une fonction d’une va- 
riable (p. 2.6.1), @” (0) = 0 et æ” (0) > 0. Au p. 5.2.3, on a montré 
que la première condition équivaut à la réalisation de l'équation 
d’Euler sur la fonction x (+), alors que la seconde condition équivaut 
(p. 9.9.1) à la non-négativité de la fonctionnelle 

l1 

Z (x (-)) = \ ({Ax, x) + 24(Czx, x) +(Bx, x)) dt 
to 


z(-) ECS (Léo til, R7), 


A(D= £..(b, 20 (= Èt (@+L. (0, 


B(t)= Lax(t). 


__ La non-négativité de &# signifie que x (+) = 0 fournit un mi- 
nimum absolu dans le problème 


CES ŒC (&) = 0 (7) 


dans l’espace C1 ([6,, 1, R"). 

Vu que dans le problème le plus simple du calcul des variations 
classique les minimums absolus dans les espaces C1 et ACT se con- 
fondent (car on peut « arrondir les angles » d’une fonction continue 
par morceaux [ATF]), x x (-) fournit également un minimum fort du 
problème (3”). Il s Her qu’en vertu de la démonstration de A), 
qui a été déjà faite, la condition de Weierstrass, pour le problème 
(3”), est satisfaite sur l’extrémale x(-) et, dans le cas considéré, 
elle se ramène à l'inégalité (4 (t)u, u)>0 Vu € R" A (6) > 0. 
L’assertion formulée en B) est démontrée. 

Supposons enfin que la condition de Jacobi ne soit pas réalisée 
etqu'ilyaunte Lo, t1l tel que l’on ait une solution non triviale 


h (-) de l'équation de Jacobi pour laquelle k (6) = h (rt) = 0. 
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Signalons que la non-trivialité de la solution k (-) d’une équation 
différentielle linéaire homogène du second ordre avec la condition 


hk (ts) = 0 entraîne: k (é,) 0. Posons 


. h (t t 
= | . = T}, 


Etant donné que k (-}) vérifie l'équation de J'acobi, 
T . e 
% (h(-))= | (— (Ah + CR) + Ch+ BR, h dt =0. 
10 


Led 


De cette façon, 6° (k (-)) — 0, ce qui signifie que h (-) fournit (de 
même que la fonction x (+) = 0) un minimum fort du problème (3”). 

Appliquons de nouveau le principe du maximum (à l’extrémale 
h (-)). Conformément au principe du maximum, on trouvera une 


fonction vectorielle continue p (-) pour laquelle 


p (t)= 2 (A (#) À (4) + C* (E) à (0). 


Vu que pour {> T, k (= 0, on a p (x) =0, d’où À (tr) À (x) = 


x! 


= (= h (t)=0 (car À (t) est réversible à cause de la condition 
renforcée de Legendre). C'est-à-dire que la solution À (+) de l’équa- 
tion de Jacobi jouit de la propriété en vertu de laquelle h (t) = 


— h (1) =0—=h(t) = 0. Mais on est abouti à une contradiction, 


car À (to) - 0. Ainsi, la condition de Jacobi est satisfaite. 
Remarque. Signalons les hypothèses faites à l’égard de la: 
différentiabilité de l’intégrant et de l’extrémale pour que l’on puisse- 
déduire les assertions qui viennent d’être démontrées. 
L’équation d'Euler et la condition de Weierstrass sont dé- 
duites en admettant que L et L, sont continues dans 4, les 
conditions de Legendre et de Jacobi étant déduites sous l’hypothèse 


LEC?2(4), L.. (-), L (-) et L. (-)ECT([to, ll, R7). Toutes les 
conditions sont satisfaites si l’on pose que ZE CS (A), x (-)E 


EC? (Lt, 4], R7. : 
10.2.2. Problème de Bolza. Supposons que dans le problème: 


1 : 
& (x(+))— | L(t, x, 2)dt+l(x(t), x(t))— inf 


1 
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l'intégrant L: U —R(UEO(R"#)) et le terminant L: Ÿ — 
— R (9 E O(R*")) satisfont à la condition suivante impliquant la 
différentiabilité: L E C3 (A), LE C? (7°). Alors, si x (-) € loc min à, 
sont réalisés : 

a) le système d'équations d'Euler — & Le (£) + L. (t) = 0 et les 
conditions de transversalité L. (&;) = (—1} but = 0. T° 


b) La condition de Legendre L.. (t) > 0; 


c) la condition de J'acobi, conformément à laquelle il n'y a pas de 
points conjugués de t, dans l'intervalle (t,, t,) si la condition renforcée 
de Legendre a lieu; 

d) La condition de non-négativité de la forme quadratique P +0, où 


Q (To, Xi) = l” (x (to); x (t:)) [(Zos T4); Los z4)], 
P (to, 21) = (A (ts) (Ho (ts) to Hi (b) 24), 2) — 
— (A (to) (A, (to) Lo + À, (to) T4), Lo) + {C* (t:) Lis 4) — (C* (to) Lo: Lo); 


alors que H; (+) sont les solutions de l'équation de J'acobi avec les condi- 
tions aux limites H; (t;) — Ô;;T (ô;; est le symbole de Kronecker) si 
Les conditions renforcées de Legendre et de Jacobi sont satisfaites. 

< La nécessité de a) a été établie au p. 5.1, tandis que celle de 
b) et de c) est immédiate si l’on se rappelle le théorème de p. 10.2.1. 
Démontrons la nécessité de d). Conformément à la condition imposée, 
les conditions renforcées de Legendre et de Jacobi sont remplies 
dans (3). 

Considérons la matrice fondamentale ® (+, £,) des solutions de 
l'équation de Jacobi, c'est-à-dire la matrice des solutions qui vé- 


rifie les conditions © (é,, to) = 0, © (ts, to) — 1. Etant donné 
que la condition renforcée de J'acobi est réalisée, la matrice ® (6, £,) 
n’est pas dégénérée pour £€ (to, tl. Posons H,(t)—Œ®D(t, t)®D(E,,t0) 1. 
Alors H,(ty) =0, H,(t;) = 1. Construisons d’une manière 
analogue la matrice ÆH,: H,(to) = 1, H,(t,;) = 0. 

Dans ce cas, x (t, to, à) = H,(t) x, + H, (t) x, sera la solu- 
tion de l'équation de Jacobi avec les conditions aux limites 
x (ti, Lo, Xi) = ti, à = 0, 1. Calculons &' (x (+, xs, æ1)), où 


t 
Se (2 (= À (AE, DH 2(CE, 2) + (Br, a) dt 


to 


A=£L..(t), 2C = Le (é) + L . (té), B=L,.(t). 


XX 
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On a 


t 
Æ (x (+, Lo, 1) == lait CYx, dx) + 
to 


t1 
+ | (Br +Cx, x) dt—(Ax+C*x, x) e = P (20, Li). 
0 
to 
Vu que pour tout x (-)ECT([t,, t,], R”) l'inégalité 
me GE C)+R (|) = 
= (x(-)+Q(x (to), z())=(P+Q) (x (to), z(4)) 20 


doit être vérifiée, on aboutit à d). [> 

10.2.3. Problème isopérimétrique. Démontrons les conditions 
nécessaires du théorème 1 du p. 6.2.1. Formalisons le problème (3) 
du p. 6.2.1 en tant qu’un problème de commande optimale 





t1 t1 
| fo (é, x, u) dt inf; fi (£, x, u)dt=a;, 
t0 to 
=: .553 M, T=U, tt) = to (ti) =%. 


Fonction de Lagrange: 
t1 
4 = | E dt + 6x (to) + ur (4), 


to 


L= > kif, LeLEp(r uw). 


Exprimons les conditions nécessaires pour le minimum conformé- 
ment au principe du maximum : 
a) équation d’Euler : 


a À 2 | 
— LL, (+L,(#=0; (1) 

b) conditions de transversalité : 
P (to) — 06 p (1) = —8;; (2) 


c) optimalité par rapport à uw: 


min (L(t, x(t), u)— pu)=L(t)— pr. (3) 
ueER 
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e (3) et du théorème de Fermat il s'ensuit que 
p (8) = L. (6). (4) 
Si l’on admet que À, = 0, alors de (1) et de (4) on obtient 


ds d A A 
D li (— + fe (0 + Pix (0) =0, 
i=1 

c’est-à-dire la dépendance linéaire des fonctions 


Fe (É)+Hfa(), i=1,...,m 


Mais en formulant les conditions du théorème, on a mentionné l’in- 
dépendance linéaire de ces fonctions, d'où À; = 0, i — 1, , M, 
donc p (ft) = 0 = 00 — = 0, = 0. Tous les multiplicateurs ‘de La- 
grange se sont avérés nuls, ce qui contredit l’assertion du principe 
du maximum. Cela signifie que À, 5 0 et l’on peut considérer que 
TE 

De cette façon, (1) et (3), compte tenu de (4), aboutissent à l’équa- 
tion d’Euler et à la condition de Weierstrass pour le problème (3) 
du p. 6.2.1. Une double différentiation par rapport à w dans (3) 
fournit la démonstration de la condition de Legendre. Il ne reste 
qu’à montrer la nécessité de la condition de Jacobi. 

Appliquons au problème (3) du p. 6.2.1 le théorème sur les con- 
ditions nécessaires du second ordre pour un problème de dimension 
infinie aux égalités (p. 2.5.3). Conformément à ce théorème, le fait 


que x (-) fournit un minimum du problème (3) du p. 6.2.1 dans l’es- 
pace CT [6,, t.] indique que la valeur numérique du problème auxi- 


liaire 
{1 
# (x(-) = | (Az? + 2Cxx + Ba?) dt —+ inf: 
to 
#1 . (3aux) 
| Ci (t)z+0: ()z)dt=0, x(to)=x(t1)=0, i=1,...,m, 


où A=L.., D=L C=L., a=Î, b=fin, est nulle. 
XX # 1 
Admettons maintenant qu'il existe un point tE€ (6, #), des 
nombres Lu, « «., Um et une fonction À (-) tels que 


— (Ah Ch) + Ch+ BR + Ÿ ju (— di + 0) = 0, 
| ur bih) dt=0, h(to)=h (7) = 0. 


t0 
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Alors la fonction À, qui est égale à h pour t <Z 7 et à zéro pour f > T, 
est une fonction admissible dans le problème (34-) et, de plus, 


& (h) = 0 (ce dernier résultat s’obtient en effectuant une intégration 
par parties). Maintenant, il faut appliquer le principe du maximum 


au problème (3au,) et à l’ extrémale / h. Il en résulte qu'il y a une LS 
tion p (: -) et des nombres V, Lu, Vn tels que 


CEE et 
i=1 


p=Ah+Ch+ pi V0): 
i=1 


m 
Mais alors, sur [Tt, #,], > V;(—a;+0;)—0, d'où l’on obtient, par 
i=1 
suite de la réquisition du théorème de régularité, que v; = 0 et l’on 
aboutit à une contradiction comme on l’a déjà vu au p. 10.2.1. 
10.2.4. Problème aux dérivées d’ordres supérieurs. Traçons le 
chemin à suivre pour montrer la nécessité formulée dans le théorè- 
me { du p. 7.2.1; les raisonnements sont analogues à ceux des trois 
paragraphes précédents. 
Formalisons le problème (3) du p. 7.2.1 en tant qu'un problème 
de commande optimale 


t1 
| f (E, Ti; Lo, “ ) Ln) u) dt Er inf ; (3) 
10 
Li — Lo, > Tnt Zn, Ln —ÙU, Lits (t;)=Zt;;, 
i=0,1,...,n—1, j=0, 1. 


Fonction de Lagrange 


t1 n—1 
Le | (hof + > Pi (Ti — Li+1) + Pn (£n —u)) dt + 
t i=1 
| n—-1 1! 
HD D Msti (és): 


i=0 j—0 


En exprimant les conditions nécessaires conformément au prin- 
cipe du maximum de Pontriaguine et s'étant assuré que À, ne peut 
pas être nul, on aboutit à l'équation d’'Euler-Poisson et à la con- 
dition de Weierstrass. Après avoir dérivé deux fois relativement à u 
la condition d’optimalité par rapport à w (-), on arrive à la condi- 
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tion de Legendre. Il faut ensuite considérer le problème quadratique 


J" (x (-)) [x (-), x (-)] Er. inf ; a) (é;) =0, (3") 
0; 1 Rss 1, J=0, L 

Si l’on admet que x (-) = 0 € abs min 3”, mais qu’il existe une 
solution non triviale À (+) de l'équation de Jacobi (c’est-à-dire de 
l'équation d’Euler-Poisson du problème (3”)) qui s’annule en t;, 
i — 0, 1, avec toutes ses dérivées jusqu’à celle d'ordre n — 1, alors 
on peut montrer que la fonction x (t), qui est égale à h (t) pour it LT 
et qui s’annule pour { > Tv, constitue la solution du problème (3”). 
L'application du principe du maximum de Pontriaguine au problè- 
me (3”)età l'extrémale À (-) aboutit à une contradiction, car, d’une 
part, A( (.) doit être continue au point t, mais, d’autre part, elle 
doit y être discontinue. 


10.3. Conditions nécessaires pour le minimum dans le caleul des 
variations classique. Ce paragraphe est consacré à l’étude des con- 
ditions nécessaires pour le minimum des problèmes présentés aux 
$S$ o à 7. Ces conditions sont déduites suivant la même méthodolo- 
gie qui inclut la construction du champ, l'introduction de la S- 
fonction, le calcul de sa différentielle et la déduction de la formule 
fondamentale de Weierstrass. 


10.3.1. Problème le plus simple. < Nous allons démontrer la 
suffisance dans le théorème 1 du p. 5.5.1. 


A) Construction du champ central. Dévelop- 
pons l’équation d’Euler 


— + L.(# d 2) + L, (#, , 2)=0 
 L..(i, 2, x) + L.(E, 2, tt + L.(é à, 2)— L,(é, x, æ) = 0. 


Etant donné que la condition renforcée de Legendre est réalisée, 
c'est-à-dire que L.. @)>OVtE é,, t,l, en vertu de la continuité 
X 


de la fonction L.. (rappelons que L € C* ()), on trouvera un do- 
maine 


U,EO(R?"*1), UEvxR?, 


(é, st), z(H) EU, ViElt, il, 


tel que Le. (2 x) > 0 Vi, x, x) EU. Cela signifie que dans 
le domaine 4L,, l'équation d’'Euler équivaut à un système mis sous 


8 10] PROBLÈMES DE COMMANDE OPTIMALE 494 


forme explicite par rapport aux dérivées 
ty, y=D(, x, y), 


où D (ë, T, y) 7 Le: (£, T, y) (L,, (é, T; y) — L,. (é, T, y) 


—L . (é, X, y) y). 

D'après la différentiabilité dont l’intégrant est supposé jouir, 
la fonction ® est (deux fois) continôment dérivable, ce qui signifie 
que, suivant le théorème local d'existence [ATF] et le théorème global 
d'existence et de dépendance continue de la solution des données. 
initiales [ATF], on trouvera un & >> 0 et un ô > 0 tels que 


a) la solution x (-) soit prolongeable sur le segment [f, —e, t, + 
El 
b) pour tout À € R” (| À | 6), la solution x (+, À) de l'équation 


d’Euler avec les données initiales x (4,)= x (t4),x (tx) = x (tx) + À, 
où {, est un certain point de l'intervalle (£, — &, t,), soit définie 
sur le segment [t, — &, t, + el. 

D'après le théorème sur la dépendance dérivable des données 
initiales [ATF], la fonction 


(é, À) + À (é, À) a (ti (é, PE “A: 65 An) ..) ln (, PE A Ân)) 
est continüment dérivable. Nous allons montrer que l’extrémale 


x (-) est entourée par le champ central d’extrémales {x (+, À)} (pour 
la définition de ce terme, cf. p. 9.6.1). 

En dérivant la fonction À x (t, À) par rapport à À et en sup- 
posant À — Ô avec la notation 


Zn (é, À) ]1=o = À (t, t4) 


Ozx;(t, À 5 
(A, (e, h)= à=0 ? l, j = 1, en 


on obtient (vu que { x (ft, À) est une extrémale pour tout À, | À | < 
<< Ô) 


0 = _. ( + L.(é, z(&, à, xt, À))+ 
+LL.(t, ait, À), z(é, 1))) L dd 
(Le. (D H (8 ta) + Le (0 H(E, tx) + 


+ L (0) H (6, 13) + Lux (0) H (6, tx) = 0. 
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On voit que la matrice H (:, 1.) vérifie l’équation de Jacobi et, de 
plus, les conditions initiales 


Ô 0. 
H (be ba) = 3 2 us D = 37 € (x) = 0, 


: à à PR 
À (tes ta) 2 (es M] = 77 Ua) +) = Z 


sont remplies. Soit À (t, t,) la solution matricielle de l'équation 


de Jacobi avec les conditions À (é,, to) — 0, H (t,, to) — I. Etant 
donné que la condition renforcée de Jacobi est satisfaite, il n’y a pas 
de solution non triviale À de l'équation de Jacobi satisfaisant aux 
conditions À (£9) = h (t) = 0, t, LT Lt, (p. 5.5.1). De cette fa- 
con, la condition renforcée de Jacobi équivaut à la matrice non dé- 
générée H (t, to) pour tout {€ (t,, 1,1. Mais, dans ce cas, en vertu 
du même théorème global sur l’existence et la dépendance continue 
de la solution des données initiales [ATF] (pour l’équation de J'acobi 
qui, évidemment, se ramène aussi à un système mis sous forme ex- 
plicite du premier ordre), pour un #, suffisamment proche de £;, 
la matrice A (t, t.) sera non dégénérée pour tout £ € [é,, #1. 

Considérons l’application Y (£, À) — (£, x (t, À)) en un certain 
point (t, 0), 4€ to, t,]. On a 


det Ÿ’(t, 0) = det | | eux t,) F0. 


T} (#, 0) TA (é, 0) 


Donc, d’après le théorème sur la fonction réciproque, on trouvera 


un 8 = 6 (t) > 0 tel que, si seulement | £— t | < 6, |E— x t)|< 
<< 6, il y ait un seul À = À (t, £) tel que 
PA (x, E) = (x, Ex (rt, À (x, Ë)) = E. 

En vertu de la compacité du graphique L, —={(#, x(t))| tE to, tl}, 
on peut trouver un Ô, tel que, pour tout point (t, &), | £ — x (t) | << 
< Ô,, il existe un et un seul (on le voit facilement) À = À (t, Ë) pour 
lequel x (t, À (t, Ë)) — £&. De plus, la différentiabilité de la fonc- 


tion À est de même degré que celle de x, c’est-à-dire À appartient à C*. 
La construction du champ central qui entoure l’extrémale est achevée. 


Il ne reste qu'à poser u (t, Ë) — Lx BAT. Ole 
B) Sfonction et sa différentielle. Posons 


Sr = L(,æ( At, EE), (6, À x, 5) dt. 
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La fonction (t, £) —S (t, £) est appelée S-fonction. Calculons sa 
différentielle. Par définition, on a 


x (T, À (Tr, Ë)) = Ë, (1) 
tt, À (tr, Ë)) = u (x, Ë). (2) 
En dérivant sous le signe d'intégration et compte tenu de la conti- 
nuité de Zn, déterminée par le fait que x € C*?, on obtient 
mn + : 
= | et æ(6, At D), z (6 À D), 


LE 





en (6, Ar, 2) Aa (r, 8) dé+ 
+ [eZ 2 (6 AS D) 26, (x D), 
Le 


ant, At, E)) Ae(t, E)) dé. 


En intégrant le second terme par parties (pour ce faire, on utilise (2), 
le fait que x (+, À) est une extrémale, de même que la relation x, (£4, 
À (t, Ë)) = 0), on obtient 

OS (T, 

PES LeL.(r, Eu (r, D), #(r À (G 8) ke (S 8). 


Mais de (1), on tire l'égalité x; (t, À (t, Ë)) À (t, Ë) = 7, d’où 
l’on a finalement 


ED =. (r, Es u(r, D) p(r, à. 


De façon analogue, 





BD Le E ut, 94 (LE 2 (6, AU D) 


te 
z(é, Ar, E)), a(r, Ar, ED) A (r, E)+ 
HE. (6 Ar, 8), z (8 Ar, D), 
ant, Ar, E) A (, E)))dé= L(x, E, u(r, E)— 
— (Li Eur, E), u(r, 5) A (x, 8). 


Ici, après avoir entrepris l’intégration par parties compte tenu de 
(2), il faut avoir en vue l'identité x, (t, À (Tt, Ë)) + 
13-0643 
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te Ty (T, À (t, 6)) À (T, 6) — (0. Donc, 
dS (x, E) = (p (x, Ë), dé) — H (x, &) dx. 
C) Formule fondamentale de Weierstrass. 
Soit A, un voisinage simplement connexe du graphique de l’extré- 


male x (:), recouvert par le champ central d’extrémales x (+, À), 
et soit x (+) € KCT ([6,, £,1, R”) n'importe quelle fonction dont le 


graphique se situe dans ce voisinage ; de plus, x (£,) — x (bo), x (1) = 
— zx (t). Alors 

" 
S (y %)— 8 (to 2) = | 48 (E, à (D) = 

to 


t1 t1 
def 


= | AS (, 2) | (AE à + 2 (0), 2 (0) à = 


to to 











t1 . : e 
= | (LE, 2(0, 2(0)— CL. (6 20, (0), &(0)+ 


to 
t1 


+(L.( 20, 20), 2 (0) dt= | LE, 2(9, 20) &=J(& (D. 
to 
D'où 
t1 
JeC)—F(@()= |L(, 20, 2(0) à 
to 
11 t1 . | 
— [as (2) (LG 200, 2 (D) —L(E, 2 (0), u(, 2 (0) — 
10 to 
—(L.(e a, ut, 2 (9), z(D—u(t, x(9)) dt = 
É1 . 
= | EE x(), u(é x (0), (9) dé. 
to 
C'est la formule fondamentale de Weierstrass. 
D)Conditionssuffisantes. Dela quasi-régularité de 
l'intégrant il résulte que, si (f, x) € V, alors & (£, x, u, x) > 0 
Vu, x)E R® X R7. Si l’on choisit maintenant 4, de façon qu'il 
se situe à l’intérieur de V, il est immédiat, d’après la formule de 
Weierstrass, que pour toute fonction x (-) € KCT([6,, t.l, R'), dont le 
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oraphique est disposé dans ®,, Ÿ (x (-) > 7 (x (-))}, donc x (:) 
fournit un minimum fort. | 

Nous allons démontrer le théorème 2, ce qui revient à l’étude du 
problème 


t1 
 (x(-)) — | ({Ax, x) + 24(Cx, x) + (Bx, x)) dt — inf; 
10 ( ! 
ÿ') 
T (lo) = Lo, € (tr) = 4. 

A) Admettons que la condition de Jacobi n'est pas remplie. 
Dans ce cas, d’après le théorème 1 et le lemme sur l’arrondissement 
des angles [ATFI, il existe une fonction E (+) € C1 ([£,, t.l, R'), 
E (to) — E (t;) — 0, pour laquelle 6 (£ (+) 0. Mais alors 
A (QE (-)) —+——co pour & —+ +oo, c'est-à-dire Sin = —0%. 

B) Supposons remplie la condition renforcée de Jacobi et soit 
x (&, +) la solution matricielle de l’équation d’Euler du problème 


 (x(-) inf; x(to) = x (1) = 0, 


qui satisfait aux conditions À (t, t) = 0, A (x, x) = I. De la con- 
dition renforcée de Jacobi, il découle que les matrices Æ (£, t,) et 
H (t, t;) sont non dégénérées pour t € (to, t.l et [é,, t) respective- 
ment. Posons 


H, (t) = À (6, to) Hi (ér, to), H, (t) = A (4, Li) Hi (to Li). 


Alors, À; (t;) = Ô;;1, i, j = 0, 1, donc x (t) = H, (t) xo + H, (t) x, 
est une extrémale admissible du problème (3”). Cette extrémale est 
unique, car si l’on admettait que x (+) constitue une autre extrémale 
admissible, alors y — x — x serait une solution non triviale de 
l'équation de Jacobi avec les conditions y (#,) = y (t,) = 0, ce qui 
contredit la condition renforcée de Jacobi. 
Soitmaintenantzx(-)n’importequelle fonction dans XC1([6,, t,1,R"), 


æ (to) = x (t1) = 0. Etant donné que x (-) est une extrémale, 
on démontre sans difficulté que 


Æ ()+z() = GC) + (x (). 


La famille de fonctions x (+, À) = H (+, 1.) À, où 1, est si pro- 
che de {, que la matrice }Æ (t, t,) ne soit pas dégénérée pour t, < 
tt, (cf. démonstration du théorème 1), est un champ qui re- 
couvre la bande {, Lt Lt, toute entière. La fonction de pente de 
ce champ sera 


ut, 2)=H(t,t,) H(E, t)æ. 


13% 
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D'ici, d’après la formule de Weierstrass (cf. C) de la démonstration 
du théorème 1), 

11 
Œ (e(-))= |A (a H (Et) HA (8 1) 2), a — 


to 


—H(t, 4) HA(E k)æ) dt>0, 
car À (t) => 0 suivant la condition. Donc, € ( (-)+z() > 


A 


ZA (x ()) D 

Dans ce qui suit (pour le problème de Bolza, le problème iso- 
périmétrique et le problème aux dérivées d'ordres supérieurs), les 
raisonnements ne seront pas développés et on se limitera à l’indica- 
tion des moments essentiels nouveaux. 

10.3.2. Problème de Bolza. < Nous allons démontrer la suffisance 
dans le théorème 1 du p. 5.9.2. En partant des conditions du théorè- 
me, on montre, comme on l’a fait pour le théorème 1 du p. 5.5.1, 
qu'il y a de petits voisinages V, et V, des points x (to) et x (£,) tels 
que, pour tous Ë, € V,, ë € V,, il n’y ait qu'une seule solution de 
l'équation d’Euler x (+, £,, &) pour laquelle x (t;, &,, E1) = Ë;, 
20); LL: 

Alors, si le graphique de x (-) est disposé dans un petit voisinage 
du graphique de x (:), 

B(x(C-)=T(x(C) + (to), x (t)) = TJ (x (-)) — 
—J(x(-, x), 2) + (xt, (bo), x (k))) + 
+), 2(4))= 7 (CC) — 7 (xt, (bo), x (4))) + D (x (to), x (4), 
: (1) 
où 
t1 


Po = À LE & (8 En) (8 Eos 6) +1 (En D. 


to 


En effectuant la dérivation sous le signe d'intégration dans cette 
formule, en intégrant ensuite par parties, compte tenu du fait que 
{ x (+, Eo, E1)} est la famille de solutions de l'équation d’'Euler, et 
en procédant finalement à une seconde dérivation, on obtient 


D” (0, 0) [To T1] _. (P + Q) [Zo; T1]. 
Il faut maintenant s'adresser à la formule de Weierstrass, d’après 
laquelle 


11 
JGCD—T (2), 2 (4) = | 8420. 
to 
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Etant donné que P + Q est définie positive, si (x (0), x (£.)) se trouve 
dans un petit voisinage de (x (to); & (t:)), alors ® (x (éo), x (t)) > 
> ®D (x (to), x (t)) et on aboutit au résultat désiré 


Ir C)—r Cor enr <Ô = FEC)N>E (x ()). D 


Le théorème 2 est démontré d’une façon analogue au théorème 2 
du p. 5.9.1. 
10.3.3. Problème isopérimétrique. < Nous allons démontrer la 


suffisance dans le théorème 1 du p. 6.2.1. Soient x (-) une extrémale 


du problème (3) du p. 6.2.1 et ui = (Lu, —. Um) les multiplica- 
teurs correspondants de Lagrange. Notons f —(f,, . .., fm). 
A) Construction du champ central. Dévelop- 


pons l'équation d’Euler pour le lagrangien Z (ft, x, z, U)=f0  t, x) + 
+ (u, f (6, x, x)) en la mettant sous la forme du système 


— 7 Li (6, 2,2, L)+Li(é 2,2, p)=0 > 2=y, y— (Ex, y, u), 
(1) 

D (#, X, VU, p)= Li (8, x, y, u) (L, (E, TX, y, u) — 
— L.,(&, Z, y, p)— Le (t, x, y, L) y). 


On peut procéder de cette façon dans un certain voisinage de l’ex- 


trémale x pour des U suffisamment proches de u, par suite de la réa- 
lisabilité de la condition renforcée de Legendre. 

D’après certains théorèmes de la théorie des équations difté- 
rentielles (théorème locale d’existence, théorèmes sur la dépendance 
continue et continûment différentiable des données initiales et des 
paramètres), on trouvera un € >> 0 tel que pour tous À, u tels que 


[A|<e, [u—up|<e, la solution x (-, À, u) de l'équation 
d'Euler (1) avec les données initiales x (&,, À, un) = x (tx), x (t, 
À, LU) = x (4) + À soit définie sur lé,, t,] pour f, proche de t,, 


Let: 
Posons 


y (T, À, u) = (y: (T, À, u), ss Um (T, À, u)), 


T 


pit, À, U)— Î (zu), ct A u)dt, i=1,...,m. 
LE 


De la condition renforcée de Jacobi on déduit (le lecteur est prié 
de le faire) que l’on peut exhiber un ô > 0 tel que, si seulement 
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TElée 4], [E— zx (D I<6, [n—n (1) | <6, il y ait des À — 
= À (Tt, Ë, n), u = u (Tt, &, n) uniques et tels que 


xt, À (t, 6, n), u (tr, &, n)) = Ë, 
y(T, A (T, En), ut, En) =n 


et que, de plus, les fonctions À et u jouissent de la différentiabilité 
requise. De cette façon, la construction du champ est achevée. La 
fonction 


u(t, &, 1) = -a(i, At, En), nr, 6 n))li= 
est appelée fonction de pente du champ x (+, À, u). 
B) Sfonction et sa différentielle. Posons 


T 


STE m= (ft, zu), æ(t, 2, p))dt 


LE 
A=A(T, En), u=nu(r, &, n). 
Par définition, on a 


S (7, ë, n)+ (UT, æ n); 1) — | L(E, x (#, À, u), x (#, À, Lu), u) dt, 


= À (T, n), U—=m(T, ca n). 


En dérivant par rapport à £ et en effectuant des calculs analogues à 
ceux exposés ci-avant, on obtient 


GAS SF D+ SE (Tv, 6, n) n = 
à 0Ë Ni 
= Le (T, 6, u (T, é, n), u (T, É n)) + 
RETEE 6, 1) nm) + ENS SEE 0 
= L. (x, 4 "4 ë, n), (rt, Ë, n)). 


D'une façon analogue, 


GED ZT (x, E,u(t, Ë, n), u(T, &, n))— 


— L.(r, Eur, En), nt, EE, n))u(r, 6, n). 
Finalement, 


OS (T, &, 1) 


ôn = —H(T, cs n). 
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C) Formule fondamentale de Weierstrass. Soient 
t 


a= (a, ..., an), y) — fi (s, æ(s), t(s))ds. Alors, si y,(H)=— 


to | 
=, LT(tj)=x;, i=1,...,m, j=0,1,ona 


#1 


S (br Si &)—8 (bo os 0)= À dS(t, &(), y (E)) 
to 
et, par conséquent, 
t1 
JeCD—-TGCD= LE er (y (Du (6 20, y (D), (6) dt, 
to 


« 


ou 


e()=z(t)=zs j=0, 1, 
l 
Yi (é) — \f6s, x (s), x (s)) ds, Yi (ti) =, i—1, +.) M, 


to 


6 (4, X, y, U, z)= L (4, T, x, u (£, Y, y)) — 
— Lt, zu, RE 2, y))—(x—u) L.(i,x,æ, mt, y)), 


L(t,x,x, u)=f(t, 2, 2)+(u f(, 2, #)). 


D) La condition suffisante dans le théorème 1 du 
p. 6.2.1 est immédiate compte tenu de la quasi-régularité de l’in- 
tégrant. CE 

Le théorème 2 est démontré de la même façon que le théorème 2 
du p. 9.0.1. 

10.3.4. Problème aux dérivées d’ordres supérieurs. < Nous allons 
démontrer la suffisance dans le théorème 1 du p. 7.2.1. 

A) Construction du champ central. En déve- 
loppant l'équation d’Euler-Poisson 


n 

dk a 
> CAC Le XL, À, = 0 
R=0 


et en utilisant la condition renforcée de Legendre, on arrive à la 
ramener à une équation d'ordre 2n mise sous forme explicite par 
rapport à la dérivée ayant le plus grand ordre. Cela permet de cons- 
truire une famille n-paramétrique de fonctions x (£, À) =.x (ft, 4, . .. 

., Ân) qui satisfont à l'équation d’Euler-Poisson et aux conditions 
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aux limites 
2 (4, Ma (t), k=0,1,...,n—1, 
m0 (14, À) 200 (6) homes En, ...,2n—1. 


Dérivons la fonction À —x (ft, À) par rapport à À au point À — 
= 0 et notons 


(6 À) In=o= (6 £a) (Am (6 ba) = |). 


Considérons la matrice 
nm hifi) Mt) 7 


(1) 


RO Dhs TES 


Alors, des conditions (1) on tire À (4.) — 0, H09 (4) = I. La con- 
dition renforcée de J'acobi nous indique que, pour un {., proche de é,, 
ty to, la matrice À (t) est non dégénérée Vt € [t,, t,]. Cela donne 
la possibilité de trouver une extrémale pour laquelle 
fees EL ss mt, 

de plus, par rapport à (t, E), E — (£,, ..., En), où | £; — 
— 2x0 (x) | << 6, la grandeur À — À (rt, Ë) est définie d’une façon 
univoque. Ainsi s’achève la construction du champ. Il ne reste qu’à 
poser 





u(T, €) — _ a (t. À (T, Ë)) rex. 


B) Sfonction et sa différentielle. Posons 
T 
S(r, = | ft &(e, A(r, 8), 2(8 A(r, D), 200 (8 (x, E)) dé. 
tx 
En dérivant sous le signe d’intégration, on aboutit aux formules 


OS (T, Ë) —_ 
GE, —Pa(r, É) k=0, 1,...,n—1, 


OS (T, Ë) 
— 5 —=— À (rt, Ê); 


ou 


pr(t, Ë)=f,u (rt, & u(rt, ))— 2 fur (6 , 6, 0 (T, Ë)) br + 
LC (A (à u (r, 8) ler 


He Def (r E n(6 D) 7 (7, D 8 
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C) Formule fondamentale de Weierstrass. 
Cette formule prend la forme 


tt 
JGECD-3ECD= ŸE( 20, 20, 
7 : RD) (Le rAD 20 OP 0rats. 


£(t, x, u, x) = f (#, x, x) — f (#, x, u)—(x—u) Jen) (ë, T, U), 


Ed CP ET PT) 


D) Condition suffisante. Dans le théorème 1 du: 
p. 7.2.1, elle est immédiate ayant en vue la quasi-régularité de l’in- 
téorant. [> 

La démonstration du théorème 2 est analogue à celle du théorè-- 
me 2 du p. 9.9.1. 

10.3.5. Sur un théorème d'existence. La commande optimale. 
offre des possibilités nouvelles dans l’étude des problèmes classi- 
ques. Pour nous en convaincre, considérons le problème le plus sim- 
ple 

t1 . 
JeC)=\L( az) dt inf; 2()=2 2(4)=m (4) 
to 
avec la contrainte supplémentaire | x | < À. 

Théorème. Supposons l’intégrant L du problème (3) défini et 
continu dans R°?"*! et quasi régulier dans R°*! X R7. Alors, s’il y a. 
une fonction admissible, le problème (3) admet une solution (la solution 
sera constituée par une fonction qui satisfait à la condition de Lip- 
schitz avec la constante À). 

< Soit {x (‘)}h>1 une suite minimisante. Des conditions. 
Zn (o) = To, | x | K À, il résulte la compacité de {x, (-)},=., dans. 
l’espace C ([é,, fl, R"). On peut donc considérer que x, (+) con- 
verge uniformément vers x (-). De plus, x (-) est absolument conti- 


nue. Compte tenu de la convexité de la fonction Z par rapport à x 


et de la faible convergence de Th (-) vers x (-), il est aisé de montrer- 
que 


C'est-à-dire que x (-) est la solution du problème. 
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Malgré sa simplicité, ce théorème permet souvent de réaliser une 
étude complète du problème le plus simple du calcul des variations 
classique sans faire appel à la théorie des conditions suffisantes. 
En voilà l’explication. Au p. 9.5, on avait indiqué que, du point de 
vue théorique, l’intégrant peut être considéré comme étant quasi 
régulier. Si l’intégrant est quasi régulier, on peut imposer la con- 


trainte « coercitive » | x | & À. Dans ce cas, d’après le théorème 
d'existence, le problème (3) admet une solution (pour un À suffi- 
samment grand). On peut donc appliquer le principe du maximum 
de Pontriaguine. Habituellement, ce principe sépare un nombre fini 
de solutions x, (+, À), ..., x, (+, À). Parmi celles-ci, on choisit 
celle qui minimise la fonctionnelle 7. Soit x, (+, À) cette solution. 
Il faut ensuite étudier le comportement de la grandeur œ (4) — 
— J (x (+, À)). Si (A) ———oœ pour À —+ +o, alors Sin — 
— —00o. Mais si o est bornée inférieurement, il y a lieu d'envisager 
lim x, (+, A)=x (-) (d'habitude, des limites pareilles existent) et 
A-»+00 

l’on aboutit à la solution du problème. Ces techniques sont utilisées 
pour la résolution des problèmes. 


Problèmes 
TT 
10.1 | xsintdt—extr: [æ|<1, æ(+n)=0. 


—T 
7n/4 


10.2. | æsintdt — extr; |z|<1, z(0)— 
0 


10.3. (8) ||xldt + inf; 224, x(0)=0,x(T)=E (A<O0). 


10.4. | (x2+x) dt + extr: |z|<&1, x(4)=0. 


10.5. | (x2+x) dt + extr; |[x|<&1, x(0)=0 


40.6. | (x2+z)dt rextr; [zr|<1, x(0)=E. 


le 
> 
=] 


(a2+ x) dt —+ extr; xl 1, T(0)=E. 


bete 
œ 
Go 


(x2+x) dt — extr: |z|<1, TPE: 


PE 
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To 


10.9. | (+2) dt + extr; |z|<t, 2(0)=0, 2(To)=0. 
0 


T 
10.10. | (&2+x) dt + extr; Ix|<A1, x(0)=0, x(T)=E. 
ré e e 
10.11. À (22-422) dt —+ extr; Izl<1, æ(0)= 
. | 
10.12. | ædt —+ extr; | x|<2, x(0)—zx(0) —0. 
0 


1 
10.13. | xt + extr; [rl<2, +(4)=2(1)—0. 
0 


1 
10.14. [dt extr; [712 2(0)=2(1)—0. 
. | 
10.15. | sdtextr; |x1<2, æ(0)+x(2)=0, x(2)—0. 
0 
2 .e e 
10.16. | ædt + extr; |z|&2, x(0)+zx(2)=0, zx(0) = 
0 
1 .e 
10.17. jte | xl&2, x(0)+zx(1) =0, 
0 
x (0) +x(1)— 
2 
10.18. em lr|&2, +(0)=x(0) = x (2) —0. 
0 
2 ee e e 
10.19. |zdt + extr; |21<2, 2(0)=2(2=7(2) = 
0 


2 
10.20. (S) | ædtinf; |21<2, (0) =2(0)=x(2) = 
0 


4 
10.21. | x dt —+ extr : 
0 


IxIS2, x(0)+x(4—0, x (0)= x (4) = 
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10.22. 


10.23. 


10.24. 
10.25. 


10.26. 


10.27. 
10.28. 
10.29. 


10.30. 


10.31. 


10.32. 


10.33. 


10.34. 
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Tinf; [e|<2, æ(—1)=1, z(T)= —1, 
z(—1)=x(T)=0. 
Tinf; |x|&2, x(—1)= —1, z(T)=1, 
z(—1)=x2(T)=0. 
Tinf; |x|&2, x(0)—=2(7)=0, x(0)—1, x(T)=8. 
Tint; —1Sr<8, (0) =1, x(0)=x(T)—0, 
x (T) = —1. 
Tinf; —3<r<1, +(0)=3, x(0)—x(T)=0, 
x (T) = —5. 
Tinf; 0Gr<i, (0) =E, r(0)=E, r(T)=x(T)=0. 
Tint: |z|&1, x(0)=E, 2(0)—E, x(T)=0. 
Tinf; |2|&1, (0) =E, &(0)=E, z(T)=0. 
2 
(S) |ISldt-int; 
0 
z> —9, x(0)—0, (2)=—1, (2) = —2. 
2 
\izldt-inf; 
0 
Z2>—2, x(0)—x(0)—0, x(2)— —83. 
[x | dt inf: 
> —9, (0)=r(2)—0, x(2)=3. 
|x | d inf: 
zL2, x(0)—0, x(2)=1, x(2) —2. 
2 
|ixldt-int; 
0 


zL2, x(0)=1, x(0) = —2, x (2) —0. 
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10.35. 


10.36. 


10.37. 


10.38. 


10.39. 


10.40. 


10.41. 


10.42. 


10.43. 


10.44. 
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1 
(S) | 22 dt inf : 
0 


/\ 


24, æ(0)—11, x(1)=x(1) —0. 


x dtinf; +26, æ(0)—x(0) —0, 


2 dt inf : 


© y pe & © ner, IN & à 
en 
ND 
sr 
| 
EN 
=] 


Ir|<1, x (0) = x (0) = 


0, 
e à e 
x (2)—extr: |[r| 2 | a dt=2, x (0) —0. 
0 


To 


x (Ts) extr: jatdi=2 lx|&1, x(0)=0. 


0 


(S) (#4 +121) di +extr; TEE. 
0 


To 

| (zy — ya) dt — sup; 

0 

(0) =x(To), y(0)=y (To), +1. 
To 


| (xy — yt) dt — sup; 
0 


1 
0 


| (xy — ya) dt — sup; 
0 


Er +(1j et xt (0) = x (To), y (0) 
To 


| (xy — yx) dt — sup; 
0 


le |<1, Iy1<1, z(0)=x(Ti), y (0) = y (To). 


@—E) +1, x(0)=x (To), y (0) = y (To). 
1 


= y (To): 
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10.45. 


10.46. 


10.47. 
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To 
| (zy-— yx) dt + sup; 
0 


Izl+lyI<1, x(0)=zx(To), y (0) = y (To). 


To 
| inf ; x>0, &(0)=0, x (To) —E 


0 1+2 
(problème aérodynamique de Newton). 
1 


| a?dt sup; Ir |A, x (0) —0 


0 
(trouver les extrémales admissibles). 
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CHAPITRE IV 


SECTION RÉCAPITULATIVE ET ANNEXES 


$ 11. Section récapitulative 


11.4. \x2dt—extr; x(1)—1. 


[EQ 
ue 
ND 


(x° — à) dt -#0 — extr. 


[e 
de 
Co 


x? dt + extr: x |A, x (0) —0, x (1) —E. 


pans 
mu 
LN 


(x2— x) dt extr; x(0)=0. 


(22— x) dt extr: (0) —x (To) = 0. 


je 
ù 
(ep) 


(22— x) dtextr; |x|<&1, (0) —0. 


de 
[= 
I 


(a2—x) dt extr: |x|&1, (0) = (Ts) —0. 


(&2—x) dt extr; [x |A, x(0) —0. 


tas 
jade 
Te) 


(22— x) dt extr: [x |&1, x (0)—0, x(T)—0. 


ES 
ne 
. 
OT d 
e e e e e e 


1 s | 
11.10. | 22 dt + extr : | zdi=1. 


0 0 
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11.11. 


11.12. 


11.15. 


11.14. 


11.15. 


11.16. 


11.17. 


11.18. 


11.19. 


11.20. 


11.21. 


11.22. 


11.23. 


SECTION RÉCAPITULATIVE ET ANNEXES 


1 

a dtextr; |xdt=1, x (0) —0. 
Û 

| 1 

x? dt —+ extr ; \ædt=1, x (0)=x(1) =0. 
0 

| 1 

x? dt + extr; |ixdi=1, x (0) = 0. 
0 

; : 

x? dt — extr ; jérdt=1, x (0) =x(1) =0. 
0 

: 1 

x? dt + extr ; | éæ dt =0, x (0) = 1. 

| 1 à 

x? dt — extr ; {zat= |#ea=0, x (0) = 1. 
0 0 

. 1 ! 

x? dt + extr ; |ædt= |ixdt=0, x (1)= 1. 
0 0 

| 1 1 

a? dt + extr ; |ædi= | tx dt—0, 
0 0 


(0) =0, x (1) = 


x? dt + extr : 


x dt—1, x(0)=3. 


= 


2? dt + extr : g 


zx (T)= 1. 
2? dt — extr : xsintdt—1Â, x(0)—=0. 
2? dt + extr: 


x? dt + extr: xzsintdt—1i, 


xcost dt—0, x(0)=0. 


Sn mA D À De À ON On 3 & Om Ole One Ole One Os Démo Oz 


xsintdt—Â, x(0)=x(n) =0. 


[CH. IV 
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JT JT 
11.24. dt extr: | æcostdi=+., 
ù ù 
JT 
{æsint di —2, x (0) = 0. 
1 
11.25. | ardt extr; | set dt=1, x (0) — 
0 0 
1 1 
11.26. | a?dtextr; | set dt=1, x (0) = x (1) — 
0 0 
e—1 | 
11.27. Î (441) a? dt + 9x (0) [r(e—1)+1]—+ extr. 
11.28. | 2x? dt — 2x (1) +x2(2) — extr. 
1 
11.29. | (éx2+ 9x) dt extr: æ(1) = 0. 
1 
11.30. | (tx? + 2x) dt —extr; x (1) = x(e) — 
1 
2 
11.31. | (2? 2x) dt — 2x2 (0) )— 22 (+) —+extr. 
0 
To 
11.32. À (?+ 2°) dt—extr; x (T,)—Eé. 
0 
T 
11.33. | (&2+ 22) dt extr; LT) =: 
0 
Fr, | 
11.34. | (æ?+ 2?) dt extr; CA ES PS ESS 
0 
T 
11.35. | @ 222) dtextr: || LA, x(T)=E. 
0 


11.36. | (x2+ a?) dt extr; x(0)—0, (To) —E. 
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11.37. 


11.38. 


11.39. 


11.40. 


11.41. 


11.42. 


11.43. 


11.44. 


11.45. 


11.46. 


11.47. 


11.48. 


11.49. 


11.50. 


SECTION RÉCAPITULATIVE ET ANNEXES [CH. IV 
(x? x?) di extr: (0) —0, x(T)—E. 
(22 a?) dt extr; [r|<1, x(0)=0, x(T)=E. 
(x2+ x?) dt—extr; | x |, x(0)=0, x (7) —E. 


(x2— x?) dt extr ; \x [&1, x (0) = 0. 


A sen oo" Se ce," 


D 


(x2— x2) dt—extr; æ(0)—=0, x (+) = 1. 


CE ES 


C9 
à © 
= 
ND 


(x? — x?) dt extr; E LEA, (0)= ZT (+) = (0. 


(2 — 22 — 4x sint)dt—extr; x (0)=0, z(T,)=E. 


Se 5 = 


(x2— 12) dt—extr; | x [&1, x (0) — 0. 


PT 
Un 
7 


[=] 


(x2— 2?) dt extr; |z|<1, x (0) —x (To) —0. 


4 
2? dt + extr : | a? dt—1 
0 
1 1 
x? dt — extr; jad=t, | ædi—0 
0 0 
1 
x? dt—extr; [ atdt=1, (0) =0: 
0 





ne 


THE gtextr; #(1)=1 (20). 





= 


Su dtextr; x(0)—=x(1)=1 (x> 0). 


2 : 





Dei Oh Ole De Dm ee, 


$ 11] 


14* 


11.51. 


11.52. 


11.53. 


11.54. 


11.55. 


11.56. 


11.57. 


11.58. 


11.99. 


11.60. 


11.61. 


11.62. 


11.63. 


—1 
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Vis 
VA 


dt—extr; x(0)=1, 27+x(7)=92 (x> 0). 





1 
/ . 
x dt extr; | V 1+r2d=T, x (1) = 0. 


2 





0 
0 

x dt +extr; [Vitadi-Z, xz(—1)=0. 
1 


2 


(EE +) dt—extr; (0) =, (0) —1. 


x/2 
| (x? + 2x5 + 2x2) dt + extr; 


0 


x (0) = 2, (0) =0, x (+)=1, hs (5)= — 1. 


1 


\ Tito dt + extr; | x; dt 


0 


1 


0 


1 
= | za dt = 0, 
0 


T4 (0) = x3 (0) =0, 2 (1)—1, x, (1) = 2. 


Dé Oh Ole D D Om D pe 


mdtextr; x(0)=x(0)=0, æ(1)—1. 


dtextr; æ(0)=2(1)=0, æ(0)—1. 


r2dtextr; x(0)=z2(0)=0, z(1)=1. 


m2 dtextr; æ(0)=x(1)=0, x(0)=—1, z(1)=1. 


(x? — 48zx) dt — extr ; 


(x2— 48x) dt —+ extr ; 


(2x? — 48x) dt —+ extr ; 


x (0)=zx(1) = 0. 
x (0) = (0) =x(1)=0. 


z(0)=x(0)=x(1)=x(1)=0. 
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11.64. 


11.65. 


11.66. 


11.67. 


11.68. 


11.69. 


11.70. 


11.71. 


11.72. 


11.73. 


11.74. 


11.75. 


11.76. 
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tx? dt extr : 

tx? di + extr : 

tx? dt extr ; 
12? dt + extr - 
t2x? dt — extr s 
t8x2 dt + extr 
13? dt — extr ; 


t8x? dt —+ extr : 


nn © D Et) D RC) D Me, D Mb Le. D mn D be D D He 


z(1)=1, z(1)= 


Qt A OC à D e___— À 


(x? -L 48) dt—extr; æx(0)—=0, x(1) —1. 


x (1)=0, x(1)=1, ze) —2. 


[CH. IV 


tx? dt + extr: z()=e+, r(=<+, x (1) =1. 


x (1) =0, x (1) =1, x (e)—e, x (e) = 2. 


x (1)= —1, re) —=r(1)=e. 


r(1)=0, 2(1)=1, 2(9=2. 


r(1)=0, r(=r()=1, z(=+. 


x (1)=1, z(1)=—1, x(e) 


{ : 1 
—1, s(e)=—, z(e)= 7. 


(x2 + 4x?) dt — extr ; 


x (0)=2(0)=r(x)=0, z(n)=shr. 


1 
ae à 


(x2+ 4x?) dt—extr; æx(0) — x (0) 0: x () = sh x. 


(x2+ 4x2) dt extr; æ(0)—x(0) 0, x(x)=shn. 


$ 11] 


11.77. 


11.78. 


11.79. 


11.80. 


11.81. 


11.82. 


11.83. 


11.84. 


11.85. 


11.86. 


11.87. 


11.88. 


11.89. 


11.90. 
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s 


(x? — x?) dt + extr. 


(x2 — x?) dt —+ extr. 


(at) 


(x? — 2?) dt —+ extr ; 
(x? — x?) dt — extr; 
(x? — 2?) dt extr; 
(x? — x?) dt — extr ; 


(x — x?) dt + extr; 


On, À O©t_——, à De Ci 


(x? — x?) dt — extr; 


a 
ro 


[ae 


(x2 — x?) dt — extr ; 
(x? — x?) dt extr; 
(x2 — x?) dt — extr ; 
(x? — x?) dt —+ extr ; 
(x? — 2?) dt — extr; 


(x? — x?) dt extr; 


.(H)=1 
x (0) —1. 
x (0) = 1. 
x (x) = 1. 
x (x)=1. 


x (0) —0, (+) =1. 
z(0)=0, z(+)=1. 
x (0) =0, x(n)=1. 


x (0) =0, x (n) = 1. 


x (0)=zx(n)=0, x(0)=1. 
x (0)=x(x)=0, x(r)—1. 


x (0) =1, x(0)=zx(r)—0. 
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214 


11.91. 


11.92. 


11.93. 


11.94. 


11.95. 


11.96. 


11.97. 


11.98. 


11.99. 
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(x? — x?) dt — extr ; x (0) = x (rx) =0, xz(n)= 1. 


hs dt—extr:; x (5) = 1, x (0) = x (5) — (, 


a Sie QE À 


D 


(x? — x?) dt extr; 


© 


2 (+)=1 z(0)=2(0)=2(+)=0. 


(x? — x?) dt + extr ; 


© rs à 


(0) =x(n)=0, x(0)=1, x(n) = —1. 


(x2+ 22) dt extr; x (0)=0, x(1)=sh1, x(1)=ch1. 


(x2 + x?) dt extr; 


(0) = —sh1, z(0)=ch1, x(1)=0. 


(x2+ x2) dt extr; x (0) =x(0) = 0, x (1) =sh1. 


(a+ a?) dt extr; x(0)=sh1, x(1)=x(1)=0. 


© Lt © re © tm, > à 


x/2 
| (x2— x?) dt —+ extr; 


© 


& (0) =0, x (+ ]=1++, z 2(+)=1 


1/2 


11.100. | (a? a)dt + extr; z(0)=x(0)=0, z(+)=1. 


0 
” x/2 


11.101. | (x2— 72) dt + extr; 
0 


&(0)=2(0)=x(+)=0, 2 (+) =1. 


$ 11] 
11.102. 
11.103. 
11.104. 
11.105. 
11.106. 


11.107. 


11.108. 
11.109. 
11.110. 


11.111. 


11.112. 


11.113. 


11.114. 
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xdtextr; [r|<2, x(0)=x(4)=0. 


x dt —+ extr; x |<2, x (0) =x(4)=r(4) =0. 


mme OT © nm 


x dtextr; [r|<2, x(0)=r(0)=x(4)=x(4)=0. 
x dt=1, æ(0)—x(1) —0. 


zx dt —+extr : 


zdt-rextr; | x2dt—1, x(0)—x(0)=x(1)=0. 


x dt + extr; 2 dt =1, 


© Os Om [en 14 


(0)=x(0)=x(1)=x(1)=0. 


= 


LL 


a dtextr; \xdt—1, x(0)=0. 


[rdt=1, x(1)=x(0) =0. 


mm je © 


2 dt + extr : 
x dt=1, (0) =x(0) =x(1)=0. 


22 dt + extr : 


22 dt + extr : 


8 
à 
Lan 
| 

us 


Dern Der Fr © 


(0)=x(0)=x(1)=x(1)=0. 


) 
.e e 
x? dt — extr : | a? dt=1, x (0) = x (0) = 0. 


O my OF 8 Orne Ole Open © ë 


0 
1 

x? dt —+ extr : lazdt—1 
0 


x (0)=x(0)=x(1)=x(1) =0. 
1 1 1 

22 dt + extr : ad : | za | irdr=0. 
0 0 0 


© 
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11.115. 


11.116. 


11.117. 


11.118. 


11.119. 


11.120. 


11.121. 


11.122. 


11.123. 


11.124. 


11.129. 


11.126. 
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1 1 1 
| x? dt — extr; \adt=1, |xdt—0, 
0 0 Ô 


z(0)=zx(1), æ(0)=x(1). 


T 
Textr; | æ?dt=4, x(0)=0, x(0)=1, x(T)= —1. 
0 


T 
Testr; | 22 dt=1, æ(0)=x(0)=0, r(T)—1. 
0 
Ce e e 
Textr; | 2dt=1, x(0)=2(0)=2(7)=0, z(1)=1. 
0 


T 
T — extr : | x? dt — 4, 
0 


x (0)=x(0)=0, x(T)=1, x(T)=2. 


x ({)—extr: | 22dt—4, x(0)=x(0)=x(1)=0. 


x(l)—extr; | x2dt—12, x(0) = (0) =x(1) =0. 


Or, Om, 


zidtextr; zx(0)-=x(0)=x(0)=0, x(1)=1. 

2 dtextr; x(0)=x(0)=x(0), x (1) —1. 
adt—extr; x(0)=zx(0)=x(0)=0, æ(1)—1. 
aèdtextr; x(0)—x(0)=x(0)}=x(1)=0, æ(1)=1. 


a? dt extr s 


x(0)=x(0)=x(0)=x(1)=7(1)=0, z(1)=1. 
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22 dt extr < 


11.127. 


OS 


x (0) =x(0)=x(0)=x(1)=x(1)=0, x(1) = 2. 


11.128. (S) Soient x (+) absolument continue, x (-) € L, ([0, 11) 
et x (0) = 0; dans ce cas, on a l'inégalité exacte 
D. de 
| - - ee dt, 
0 0 
où à est la racine minimale de l'équation 7, (2 À) = 0, 7, étant 
la fonction de Bessel [191]. 


11.129. (S) Soient x (-) absolument continue localement, x (-)E 
€ L, (R;) et x (0) — 0; dans ce cas, on a l’inégalité exacte (iné- 
oalité de Hilbert) [19]: 


Es dt LA 2 dt. 
0 0 


11.130. Soient x (:) absolument continue, x (-) € L, ([0, 11) et 
x (0) — 0; dans ce cas, on a l'inégalité exacte [19]: 


1 1 
x \2 He 
| (+) dt | 2? dt. 
0 0 
11.131. Soient zx (+) absolument continue sur [0, 11, x (:) € 


€ L, (16, 11) et x (0) — 0; dans ce cas, on a les inégalités exactes 
suivantes [19]: 








1 1 
; x? 1 , 
a) | PET <> | x? dt : 
0 0 
1 ; 1 
b) | EI L di< | x? dt 
0 0 


11.132. Soient zx (+) absolument continue sur [0, 1], x (-)E€ 

€ L, (0, {het x (0) = x (1) = 0; dans ce cas, on a l'inégalité exacte 

1 1 

° £? 4 LS 

\ T6 Ü<= | x? dt. 
0 0 





11.133. (S) Soient x (-) absolument continue localement, x (-)E 
EL, (R+), p > 1, et x (0) — 0; dans ce cas, on a l’inégalité (iné- 
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galité de Hardy) 











"a<(—E Trier. 
0 


T 
11.134. (S) |(+elzl)dtint; Ir|&1, x(0)=x, r(0) =, 
0 


xz(T)=x(T)=0 (>> 0). (Pour e—0, on obtient le problème de 
T 
temps minimal classique. La grandeur € | |x|dt caractérise la 


0 
consommation de combustible nécessaire pour effectuer une course. 
La fonctionnelle, dans notre cas, est telle que nous soyons obligés 


d'économiser simultanément aussi bien le temps que le combus- 
tible.) 


T 
11.135. (S) | (1-+ef (r)dtint; 171&1, 2(0)=z0 (0) = vo, 
0 


xz(T)=zx(T)=0 (>> 0); f est une fonction convexe paire. 
2m+1 2m+1 2m+1 2m+1 


11.136. (S) D xi—inf; D) x D 2=0, D x-1. 
i=1 i=1 ii i=1 


11.137. Cent nombres positifs x,, . . ., æioo Vérifient les condi- 
tions æi +... + x, >> 10 000, x, +... + x,90 < 300. Montrer 
que parmi ces nombres on en trouvera trois dont la somme est supé- 
rieure à 100. 

11.138. Trouver parmi les polynômes trigonométriques non né- 
gatils du type x (f) = 1 + 2p, cos { +... + 20, cos nt celui à 
coeflicient p, maximal. 

11.139. Soit x (-) une fonction non croissante sur la demi-droite 
numérique; alors, pour tout a => 0, l’inégalité de Gauss 





| x dt _ | 2x (t) di 
a 0 


est vérifiée. 
11.140. Supposons que x (+) appartient à Z, (R.), que sa dérivée 


est absolument continue et que Ê (-)E L, (R+); dans ce cas, on a 
l'inégalité 


D 8 


2° dE 2 | [æar)"” ( [ ad)" 
0 0 | 
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(inégalité de Hardy-Littlewood-Polya). 


11141. x (0) — sup : { (2 (8) (209 (b)2) dt LA. 
ù 


11.142. | Lu par int, x+ux=0, æ(0)=x(1)=0, (0) —1 
0 
(p > 1). 
1 
11.143. |luldtinf; z+ur=0, x(0)=x(1)=0, x(0)—1. 
0 


$ 12. Problèmes divers 


12.1. Certains théorèmes d’analyse et d’algèbre. 

12.1.1. Théorème fondamental de l’algèbre. 

Théorème. Chaque polynôme à coefficients complexes de de- 
gré non inférieur à l'unité admet une racine complexe. 

< Soit p(z)=ao + az +...<+a,z" un polynôme de degré 
n > 1, a, 0. Considérons le problème élémentaire 


f(z)=lp() Fini; z€c, (3) 


où C est l’ensemble des nombres complexes. 
Lemme. Le problème admet une solution. 
<< En vertu de l'inégalité du triangle pour les modules, on a 


def, À n= 1 
f)=1p (0) P=TZ ae F>(la tal 12 ax) = 
= La 12 1 (14 O (1/1 2 1) ++ 00 
pour z — +oo. Il ne faut que se référer au corollaire du théorème 
de Weierstrass. EE 
Soit z la solution du problème (3). Sans perte de généralité, on 


peut considérer que z=0 (autrement, on aurait envisagé le poly- 
nôme gq(z) = p (2—z)). Alors 


f(0)<f(z)=|40+a2+...+a,z" | VzEc. 


Si dy = 0, le point z = 0 serait la racine du polynôme et la démons- 
tration serait achevée. Soit a, = 0 et supposons que s est le numéro 
pour lequel a = ...— a, = 0, a, = 0. Fixons & — eïf et con- 
sidérons le problème 


p(t)=f(t)— inf. 
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Les hypothèses faites impliquent 0 € abs min @. Par ailleurs, 


dr dr | 
(À) 0 = =— (| _n—= — {4 a tSeiso (En 
PQ ee oaernt 


+ O (i*1)) (a +aste-i8 + O (4) =0, k=1,...,s—1, (1) 
p° (0) —2(s1) Re (aaseis®) —2(s1)|aÿ| [as [cos(s8+y). (1°) 


Appliquons au problème envisagé la condition nécessaire de mini- 
mum (p. 2.6.1) d’après laquelle s doit être paire et, de plus, @) (0) > 
> 0. L'expression (1’) montre que l’on peut toujours choisir un & 
tel que q(°) (0) 0. Donc, 0 & loc min w, ce qui veut dire que « 
doit être nul. [> 

12.1.2. Critère de Sylvester. Lors de la formulation des condi- 
tions d'ordres supérieurs, il y a lieu d'établir si la différentielle 
seconde de la fonctionnelle représente une forme quadratique définie 
positive ou non (p. 2.5.2). Dans le cas de dimension finie, le critère 
de la propriété d’être définie positive est fourni par le théorème bien 
connu de Sylvester. Nous allons montrer que ce théorème est un sim- 
ple corollaire du théorème de Fermat pour les problèmes multidi- 
mensionnels sans contraintes. 

Signalons qu'une matrice symétrique À — (a;;);: ;=1 est appelée 

m 


définie positive si la forme quadratique Q (x) = (Ax, x) = » Gi jtit j 
i=1 


est positive pour tout vecteur non nul x € R”. Dans ce cas, on écrit 
A >> 0. Les déterminants det A4, où Az — (a;;)5, ;=1, k — 1, ..., m, 
sont appelés mineurs principaux de la matrice À. Désignons la forme 
quadratique (A,x, x) (x € R*) par Qx (x) (Q = Qu). 

Théorème de Sylvester. Une matrice À est définie 
positive si, et seulement si, ses mineurs principaux sont positifs. 

Pour les matrices du premier ordre, l’assertion du théorème est 
immédiate. Supposons qu’elle soit démontrée pour les matrices d’or- 
dre nr — 1 (n > 2). Nous allons la démontrer pour les matrices d’or- 
dre n. 

Lemme. Soit det A, >0,k—1,..., n — 1. Alors À, > 0 
si, et seulement si, det À, > 0. 

<< 1. Considérons le problème d’extrémum 


Qh (Y1; ve ea Un-1» 1) EE Î (y) = (An-19; y) an 2 (An) y) 4e Ann F2 inf, (3) 
y = (y, ..., Un_1) ER", 

OÙ An — (Any, + : «, Ann-1). C'est un problème différentiable sans 

contraintes. 


Le problème (3) admet une solution y. En effet, sous l’hypothèse 
de récurrence, À,_, > 0. Par suite de la dépendance continue du 
déterminant des éléments de la matrice, pour des & > 0 petits, la 
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matrice A, — €l,_, (où 7,_, est la matrice unité de dimension 
(n — 1)) sera également définie positive, donc 
(An —Elns) Y 20 Vy ER (Any, y)>e | y l?. 

D'ici, d'après l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski, f (y) > e | y |? — 
— 2 a y |— lan l —— +oo pour [y | —+-oœ, et l’on peut 
appliquer le corollaire du théorème de Weierstrass. 

2. La condition nécessaire (théorème de Fermat) aboutit aux 
égalités f” y) =0< A4,-;y + a, = ©. 

3. En vertu de l’unicité du point stationnaire, y = —A;'.a, € 
€ abs min 3, d’où l’on obtient la valeur du problème 


S,= f (4) = (ans 9) + Ann = Ann — (Ans Aj san). 


Développons le déterminant de la matrice À, suivant la dernière 
colonne : 


n—1 


det 4, = ann det An + D, a, 4; 
i=1 


et effectuons ensuite la même chose avec chaque déterminant A;, 


i=1,..., n — 1, suivant la dernière ligne. Alors 
n— 1 

det An = Gnn det Any+ 2 Aijtindine 
14 J— 


Si maintenant on fait appel à la définition de la matrice inverse 
de ÀA,-.,, on aboutit à la formule 


det À, = det 4,4 (Gun + (Ans Ar @n)). 


On vient de démontrer donc que S, — det 4,/det 4,4. 
De cette façon, si À, > 0, alors 


0 Qn (His es Unis 1) = (Us, ++, Un) = 8, + det 4, > 0. 


Mais si det À, >> 0, alors on obtient, pour le vecteur x = (x,, . .. 

., €n-yy 0) Æ 0, l'inégalité Q, (x) > 0 sous l'hypothèse de ré- 
currence. Notons y — (xy/xth, . . ., Æn_1/&h) pour le vecteur x — 
= (x, à En): Th Æ 0, 


Qn (x) = af (y) > 2èf (y) = x det 4,/det 4, > 0, 


ce qui indique que la matrice À est définie positive. [> [> 
La démonstration du critère de Sylvester devient maintenant 
extrêmement simple. Soit À, > 0. Il est alors évident que 4,1 > 0, 
donc, sous l'hypothèse de récurrence, det A, > 0, k—=1,... 
., ñn — 1, d'où il vient, d’après le lemme, que det 4, >0. Mais si 
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det Ax>0,k4 = 1,...,n, il résulte immédiatement du lemme que 
A >0. 

12.1.3. Distance d’un point à un sous-espace. 

Théorème. Soit X un espace de Hilbert, a°, ..., x* étant 
des éléments linéairement indépendants de X. Alors, la distance o du 
point x° au sous-espace engendré par x}, ..., x* est donnée par la 
formule 


0 — (det (2 x} »)& ;=0o/det (er, xi)}s, j=1)1/2 


< Envisageons le problème d’extrémum 


k 
D, à 
f (Ë) = | +2 Ga | int, 6 = (bi, .. E,) € R*. (3) 
C’est un problème différentiable et convexe. On a 


f(E)=(ArË, #42 (an, E+b, 


An=(tri, 2j an= (tr, at), ..., (20, at)), 
b—=4a, 291): 


Remarquons qu’un problème absolument identique a été résolu 
au p. 12.1.2. On y avait montré que S, — det Az+./det A;, où 
Apr = ((af, a)Ÿ jo Il ne reste qu’à prendre en considération que 
S, = p°. D 

Remarques. 1. Les déterminants det A4 et det A;+, sont 
appelés déterminants de Gram. 

2. Au $ 2, on a envisagé deux cas particuliers de ce théorème 
en entreprenant la recherche de la distance à une droite et à un hy- 
perplan. 

12.1.4. Réduction d’une forme quadratique aux axes princi- 
paux. Soient A—(a;;); ;=1 une matrice symétrique (a;;—4a;;) et 

n 


Q(x)=(Ax, x)= >» ajt;x; la forme quadratique correspondant 
i, j=1 
à la matrice À. 

Théorème. Dans l’espace KR, il existe une base orthonormée 


fas + + +, În dans laquelle la forme Q admet la représentation 


QG)=D Me, HP: 


La matrice de la forme Q dans la base {f;}#_, est diagonale. Les 
directions orientées le long des vecteurs f; sont appelées axes prin- 
cipaux de la forme Q, tandis que le passage à la base f constitue Ja 
réduction de la forme Q aux axes principaux. 
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< Si Q@ = 0, alors, dans toute base orthonormée sur R”, la 
forme Q admet la représentation cherchée avec À, — ... = À, = 0. 
Soit Q = 0 et supposons que la forme Q prend des valeurs positives 
sur la boule unité | x | < 1 (s’il en était autrement, on aurait pris 
la forme —O). 

1. Considérons le premier problème d’extrémum 


Q(x) = (4x, x) sup; (x, x) < 1. (81) 
D'après le théorème de Weierstrass, le problème (3,) admet com- 


me solution x — f, car la boule B = {x | (x, x) < 1} est com- 
pacte, alors que la fonction Q (x) est continue. Par ailleurs, Q (f,) > 0. 
La fonction de Lagrange pour le problème (3,) s'écrit 


Li = —hon (At, *) + Au (Ur, x) — 1). 


2. Conditions nécessaires : 
a) de stationnarité : 


ie = 0 —lndfs + Aus = 0; 
b) de non-rigidité complémentaire : 
Ai (Yu f1) — 1) = 0; 
c) de non-négativité : 
An Z0, Ai > 0. 


3. Si À = 0, alors À,, = 0, donc, d’après a), f, = 0, mais d’au- 
tre part, en vertu de b), {f,, f1) — 1, ce qui est une contradiction. 
Donc, Ào1 7 0. Posons À = 1, A1 = À. Alors il résulte de la con- 
dition de stationnarité que Af, = À,f,, ce qui signifie que f, est le 
vecteur propre de la matrice À. Le produit scalaire de cette égalité 
par f, et la relation © (f,) — {Af,,f1) = À (f1, 1) >> 0 donnent 
À, >> 0 et alors, en vertu de la condition de non-rigidité complé- 
mentaire, on à (f1, f1) = 1. 

Procédons plus loin d’une façon analogue. Si l'on admet que 
sur le complémentaire orthogonal ZL, — {x | (x, f,) — 0} la forme 
Q = 0, alors, en prenant n’importe quelle base orthonormée dans L,, 
on aboutit à la représentation cherchée avec À, = ... = À, = (0. 
Pour fixer les idées, admettons de nouveau que la forme © prend 
des valeurs positives sur l’intersection de la boule B avec le complé- 
mentaire Z:. 

1. Considérons le deuxième problème d’extrémum 


Q (x) LE (Az, TZ) —> SUP ; (x, x) < 1, (x, f1) = 0. (32) 
D’après le théorème de Weierstrass, le problème (3,) admet com- 
me solution x — f», car l’ensemble B f\ Z, est compact. La fonction 
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de Lagrange pour le problème (3.) s'écrit 
La = — ho (AT, 2) + ((r, 2) —1)+pu(r, fi). 


2. Conditions nécessaires : 
a) de stationnarité : 


A 


Lax =V0< — 242 + Mofo + Wofi = 0; 
b) de non-rigidité complémentaire : 


Mo (Üos 12) — 1) = 0; 
c) de non-négativité: 
oz Z 0, M2 Z 0. 


3. Le produit scalaire de la relation a) par f, donne 


Mis — oz (Af, f1) — oz (Fa Aÿ1) = ho2M (2 f1) = 0. 


De la même façon que dans le premier problème, on montre que 
kg = 0. Posons A5 = 1, A9 —= À. Alors il résulte de a), et compte 
tenu de l'égalité 9 = 0, que f, est le vecteur propre pour la ma- 
trice À, À, = 0, donc (f,, fs) — 1. En outre, d’après la condition 
imposée, (1, fa) = 0. 

Ensuite, en considérant le troisième problème 


Q(x)=<{Ax, x)—sup(inf); (x, x) <K1, (x, fs) =0, i=1,2, (33) 


on obtient (si Q n'est pas identiquement égale à zéro sur le sous- 
ensemble Z, — {x | (x, f;) — 0, i — 1, 2}) le troisième vecteur 
propre f,. En continuant d’une façon analogue, on aboutit à la base 
orthonormée{f;};=, constituée des vecteurs propres de la matrice À 
avec les nombres propres {4;};_,. Alors 


re) (x, fo fi Az= 2 À; (x, fn 1; = Q (x) = 


=1 
n n 


= (Az, 2) = (2 M a, fn fn 2e, fpfn= 2 ha fe > 


1— 1—= 


12.2. Certaines inégalités. 

12.2.1. Inégalité de Weyl. 

Théorème. Supposons que I est la droite R ou la demi-droite 
R., que la fonction x (t) est absolument continue localement et que, 
de plus, x (t) et t:x (t) appartiennent à L, (1). Alors on a l'inégalité 


ja <K(D (jera) "(| dt} (1) 
I I I 
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où K (R) = 4, K (R:) = 2; l'inégalité est exacte et elle devient éga- 
lité pour x (t = — B exp (—A+), A > 0 (cf. [191). 

Pour Z = KR, l'inégalité (1) exprime le principe d’indétermina- 
tion de la mécanique quantique. Nous allons démontrer (1) pour 
I = R.. Le cas où 7 = R est tout à fait analogue. 

< 1. Considérons le problème d’extrémum 
| æ dt int; | (21) dt =1 (3) 

0 0 
et appliquons, pour trouver sa solution, le principe de Lagrange 
(il faut remarquer que, dans le présent livre, la validité de ce prin- 
cipe pour un segment infini n'a pas été prouvée). La fonction de 
Lagrange : 
pe | (gr? A (42— 1) x?) dt. 
0 
2. Conditions nécessaires : 


a) équation d'Euler: hr + À (— 1) x = 0; 
b) transversalité x (0) = 0. 
3. Ji ko — 0, alors x = 0, ce qui contredit la condition isopé- 


rimétrique. Cela signifie que l'équation d’Euler est réduite à x + 
+ 2, (4 — #7) x = 0. On peut s'assurer immédiatement que la fonc- 
tion p (é) — exp (—1*/2) vérifie cette équation avec À, — 1, de même 
que la condition de transversalité au point zéro, de plus, œ (£é) 0 
VtC R:. 

4. La famille des fonctions x ({, À) — Ào (t) forme un champ 
d’extrémales qui satisfait à la condition de transversalité et qui 
recouvre le demi-plan t > (. 

Ecrivons l'égalité correspondant à la formule fondamentale de 
Weierstrass (p. 10.3.1): 


OO 


ere 2°) dt= | (z— gt x)" dt= G+ dt>0. (2) 
0 0 0 





La vérification est immédiate si l’on entreprend une intégration par 
parties. 


11 résulte de (2) que la valeur numérique du problème est égale à 


l'unité et que sa solution est fournie par la fonction x (t) = 
— C exp (—t?/2), où C est choisi en partant de la condition isopé- 
rimétrique 


A )e-E dt = 1. 


a 


15-0643 
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En substituant dans (2) la fonction y (t/a) à x (t), on obtient 


| y2 (t) dt — a? | y° (t) dTt + a° | ty (r) dx > 0 Va> 0. 
0 0 Û 


DO 


En appliquant la condition de non-négativité du trinôme carré, on 
aboutit à (1). 

12.2.2. Inégalité généralisée de Weyl *). 

Théorème. Soient p=>1, s> 0, x (ft) une fonction absolu- 
ment continue localement sur R., et supposons que les fonctions x (t) 
et 1/71 x (t) appartiennent à L, (R;). Alors on a l'inégalité 


| 1|x |? dt + ( | t's]x[P dt)” ( | Lx 1? at) ?, (1) 


R+ R+ R+ 
1/p + 1/p'=1. 


C'est une inégalité exacte qui devient égalité pour x (t) — 


p+s—1 
— D exp = At P-1 | cf. [19], où l'inégalité (1) est prouvée pour 
x > 0). 
< 1. Considérons le problème d’extrémum 
| (xlP— at tel? + trs |x[P) dt inf. (3) 
0 


C’est le problème de Bolza envisagé, il est vrai, sur un intervalle 
infini. Appliquons pour le résoudre le principe de Lagrange (dans 
ce qui précède, les problèmes de Bolza n'étaient pas considérés sur 
un intervalle infini). 

2. Conditions nécessaires : 

a) équation d’'Euler : 


(1x P-1 Sgn x)— ats1|x[P-1 Sgn x + bir's FA Lin Son xz=0 : 


b) transversalité: x (0) = 0. 

3. On cherche la solution des équations figurant au n° 2 sous la 
forme œ (£) — exp (—tŸ). La fonction œ satisfait à la condition de 
transversalité pour B > 1. En substituant la fonction @ dans l’équa- 
tion d'Euler, on trouve que celle-ci est vérifiée pour 


Bit (81), asp, b=(p—1) 


4. La famille de fonctions x (£, À) — À (£) forme un champ d'’ex- 
trémales qui satisfait à la condition de transversalité et qui recouvre 
le demi-plan &{ > 0. Ecrivons l’égalité correspondant à la formule 
fondamentale de Weierstrass (fonction de pente du champ uw (£, x) = 





*) L'auteur de ce paragraphe est A. Broukhtyi. 
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= p (br/o (9) = —PBÉ 1x): 


| (|? — (sBP-145-1— (p —1) BPér's)|x|P) dt — | (x — Lu (#, s)[P— 
: 0 


— p(r—ut(t, z))lu(é, x)lP-tsenut(t, x))dt. (2) 


La vérification de cette égalité est aussi immédiate. 
En vertu de la convexité de la fonction & — | & F pour p > 1, 





l'expression | x P—luflP—p (x — u) | u |P-! son x est non né- 
gative, d’où l’on tire, compte tenu de (2), l'inégalité 
| Ce? (sBP-18-1— (p— 1) pra) [x [P) dé > 0 
0 
$ 
(B=1+ +). (8) 


En substituant dans (3) la fonction y (/a) à x (t), on obtient 


LAyte dr—2sp0-t | r-1]y]P dx + 
0 0 


+2p0(p—1) |rvlyPdr>0 V:20, (4 
0 
OÙ 24 TE 

Pour conclure, il faut démontrer le lemme suivant. 

Lemme. Soient À, B et C des nombres positifs, p' > 1. Alors, 
si pour tout z > 0, l'expression f (z) — Az? — Bz + C est non né- 
gative, on «a 

B L ptPp'Up'AUP' CUP = B = f (2), = | ou 


4/p + 1/p'—1. 
<< 1. Considérons le problème d’extrémum 
f(z) = Az" — Bz +C inf, z>0. (3°) 


? 


Ce problème admet la solution z d’après le corollaire du théorème 
de Weierstrass, car lim f (7) = co. Il est clair que z =£ 0 (car f” (0) < 
<< Ü). 

2. Condition nécessaire (théorème de Fermat): f” (z) = 0. 


3. Le point stationnaire z est unique: f’ (2) = 
__ B \1/(p-1) 
= | p'À ; : 
15% 
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4. En vertu de l’unicité du point stationnaire, 2€ abs min 3 
et, par conséquent (étant donné que f (z) > 0 d’après la condition 
im posée), 

<iQ=4(—-) -B (+ 

D FES p'À p'A 

En appliquant le lemme à (4) avec 


OO 


AB (p—1) | vs ]yl dr, 
0 


JA LC=B<E.R 


V 


spot [rsilyi ar, C= | Iyir dr, 
0 0 
on aboutit immédiatement à (1). L> 


12.3. Inégalités pour les dérivées. 
12.3.1. Inégalité de Bernstein. Pour tout polynome trigono- 
métrique x (-) de degré n, on a l'inégalité 


ællecr-x. a) < At{lc(t-x, x1)- 


C’est une inégalité exacte qui devient égalité sur les fonctions À sin (nt + 


+ y). 


< 1. Considérons le problème d’extrémum suivant dans R°?"-!: 


To (X) RE (0) = — D kx, — inf ; 


def 
Ja () — Ms [To + à (ze Sin £t + 23, cos kt)| < 1. (à) 
tE[— 7, 


C’est un problème . programmation convexe (p. 4.1), car les fonc- 
tionnelles f, et f, sont convexes. La condition de Slater est réalisée : 
O0) = 0<T, D: après le théorème de Weierstrass, le problème (à) 


admet la solution xx (: ), car l’ensemble {x € R*1 | f, (x) <1} 
est de dimension finie, borné et fermé (donc, compact), la fonction- 
nelle f, étant linéaire, c’est-à-dire continue. La fonction de Lagrange 
sera de Ia forme 


L (@, À) = fo (x) + A (x). 
2. Condition nécessaire et suffisante: il existe un À> 0 tel que 
OEO,L (x, À), A (f (x) —1) = 


3. Il est aisé de voir que À 0. En appliquant le théorème d'’é- 
puration (p. 3.2.3), on arrive à la conclusion qu'il y a s points t,, ... 
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.., Ts, OÙ |æx (x Ti) | = 1, et s nombres positifs &,, ..., &, Ss& 
< 2n + 2 tels que 


D+ À œsgn é (mr (m)=0 Va()ETm (1) 


où 7, est l’ensemble des polynômes trigonométriques de degré 
<n. Il est évident que parmi les points t;, ..., Tt, il n’y a pas de 


point zéro, car, autrement, le polynôme x (+) atteindrait en zéro 


un extrémum absolu, ce qui se traduirait par x (0) — 0. Or cela 
n'est pas vrai, puisque la valeur du problème (3) est différente de 
zéro. 

4. À) Le nombre s dans (1) est égal à 2n. En effet, l'inégalité 
s L 2n se déduit du fait que le polynôme non trivial x (JET 
ne peut pas présenter plus de 27 points de maximum et minimum 
locaux. Supposons que s 7 2n. Alors, ajoutons aux points T,, . .. 

., T, le point zéro et encore, peut-être, un certain nombre de 
points pour obtenir un système de 2n points différents T,, . . ., Ton- 
Soit x(-) €, un polynôme non trivial qui s’annule aux points 
Ts «+. Ton. Dans ce cas, d’après (1), x (0) — 0, donc x (+) possède 
2n zéros, l’un d’entre eux (c’est justement le point zéro) étant de 
multiplicité 2. Or cela est impossible. De cette façon, s — 2n et 
x (+) présente aux points Tt,,..., T, des extrémums égaux à l’unité 
en module. 

B) De ce qui vient d’être démontré en À) il résulte que les poly- 
nômes appartenant à 7,, et égaux à x? (:) et à 1 — x? (.) possèdent 
des zéros de multiplicité 2 aux points t,, ..., T1. C’est pour cela 
qu'ils sont proportionnels. Le facteur de proportionnalité est trouvé 
en égalant les termes ayant la plus grande puissance. Finalement, on 
aboutit à l'égalité x° (+) = n° (1 — x? (-)). Il est évident que la solu- 
tion du problème (3) est fournie par la fonction x (t) = sin né. 


On vient donc de démontrer que | x (0)] <Lnilz(-)[lcr-x, xp: 
Posons (T,x) (t)}—x(t+t), TE[— x, x]. Alors 


; d 

HI =) (Tex) (0) Karl) (-)cc-x, ap = 2 (ec-n, x > 
Remarque. Vu que dans (1), x (ét) = sin nt, alors 7T, — 
2k—1 

7 2n 

substituant dans larelation (1) lafonction zx (t) = 


mn, k—1Â, ...,2n. Les constantes a; sont déterminées en 
Ci) 
2n 





cos ni X 





x cotg TR à la fonction æx(-); la fonction introduite s’an- 
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nule aux points t, -£ 7, et qui est égale à l’unité pour { — 7. De cette fa- 
çon, Gp Sgn " (tx) = 2x (0) =(—1)**1/ (An sin” 5» et 


RE Verte. 


sy TR 
- Sin? —— 
k=1 5) 


L'identité obtenue est appelée identité de Riesz. T> 
12.3.2. Inégalité de A. Markov. Pour un polynôme algébri- 
que de n-ième degré x (-), on a l'inégalité 


tllec-1, 1 < 2xllex-1, 1h: 


C'est une inégalité exacte qui devient égalité sur le polynôme de Tché- 
bychev À cos (n Arccos t). 

Pour la démonstration de cette inégalité par les procédés de la 
théorie des problèmes d’extrémum, cf. [18]. 

12.8.3. Une inégalité pour les dérivées sur la demi-droite numé- 
rique. 

Théorème. Soient TI =R ou Î1=R,, x (+) une fonction 
appartenant à L, (1) dont la première dérivée x (+) est absolument con- 


tinue localement sur I, la seconde dérivée x (+) appartenant à La (T). 
Dans ce cas. on a l'inégalité exacte 


ni, 
elle < Æ (D lellééo lee (1) 
Ci-après sera décrite la fonction extrémale dans l'inégalité (1) 
(c’est-à-dire la fonction sur laquelle l'inégalité donnée devient éga- 
lité) lorsque 7 = R.. Pour le cas où 7 = KR, la démonstration est 
tout à fait analogue. 
< 1. Considérons le problème extrémal 


O0 


din; air, au, ML O1 





6 


0 
C’est un problème de commande optimale qui est en même temps 
un problème de programmation linéaire. En utilisant le fait que les 
dérivées secondes sont bornées et la semi-continuité inférieure faible 
de la fonctionnelle, il est aisé de montrer que le problème (3) admet 


une solution x (-). Etant donné que la fonctionnelle est strictement 
convexe, la solution est unique. La fonction de Lagrange pour le 
problème (3) est de la forme 


L = | (= 24 + D: (£i— 22) + Pa (G— 0) ) dt + pu (ci (0) — 1). 
0 
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2. Conditions nécessaires : 
a) système d'équations d’'Euler: 


— Pit ot = 0, —P3—pi=0; 


b) transversalité par rapport à xz: p, (0) = u,, pa (0) = 0; 
c) optimalité par rapport à uw: sup pou — pou (t). 
[uI<1 


u = 

Remarque. Ayant en vue que le problème est envisagé sur 
un intervalle infini, il faut prouver que les relations exprimées sont 
vraies. On le fait facilement par passage à la limite: on considère 
d’abord le problème limité sur un intervalle fini [0, 7], pour passer 
ensuite à la limite pour T — +o. De plus, il s'avère que pm, € 
€ L, (R+). 

3. Si Ào = 0, alors a) et b) donnent p, (t) — —u,t, et, vu que 


Lu,  O, de deux choses l’une est possible : soit u (à) = 1, soit u (t)= 
= —1, Mais ni l’un ni l’autre cas n’est possible, car "A € L, (R+). 
Finalement, les relations du n° 2 sont réduites à ce qui suit (si l’on 
désigne p, par P en posant Ào = 1): 


p=—x, z=senp, p(0) —0,x(0)—1. (2) 
De (2) on tire l'intégrale 


2p—|pl+=0 VER. (3) 


En effet, si l’on calcule la dérivée du premier membre de (3) 
en tenant compte de (2), on obtient zéro, ce qui signifie que le se- 


cond membre est une constante. Mais des relations x € L, (R+), 


z € Lo (R+), p € L: (R+), p € Le (R+) il vient que xp € L: (R+); 
pour cette raison, le premier membre est une fonction sommable 
sut R., donc la constante du second membre ne peut être que nulle. 

4. Etant donné que dans un problème de programmation convexe, 
les conditions nécessaires de minimum avec À, = O0 sont en même 
temps suffisantes, toute solution des équations (2) entraîne la solu- 
tion du problème (3), tandis que l’unicité de cette solution déter- 
mine l’unicité de la solution du système (2). 


Soit t > 0 un point tel que p (t) = 0, x (1) 0. Alors, il est 
immédiat que les fonctions 


@) (2 (+, 
(& (x) sen 2 (1) POV lE(DIt+) 
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satisfont à (2). Donc, on a les égalités 





2 (= (G(0)"2 (V2 (o+ 0, 
p (= (D) 2sen 2 (0 p(V GE+. 


En partant des relations (2) à (4), il est aisé de trouver qu'il exis- 
te un point T, tel que p(t)>0, tE(0, Ti), p (x) =0, x (t:) < 0, 


(3) 


p()<0. D'ici et de (2) à (4) il résulte que x (t)= —p2r (p x 
x (é—v)) et sur [0, 1,1 x (€) = —#%/2 — at + 1 également, où 
p = ((x? — 2)/ (x? + 2))/2, x, = « (14 + p) et « est la racine unique 
de l’équation 


p2 (8) —p (8 +1 — 2 (1 + p EE (1 + p (D) = 26, 


PO=( ÈS)" 
sur (V2, 2). 
De cette façon, la fonction extrémale x (-) est telle que sa dé- 
rivée seconde x prend la valeur a sur l'intervalle (t;, Tz4+1), 


ke À 24 GeU, n=a Do (t) = 0 pour t{ > lim Ty. 


R— 
Une vérification cérientaire montre que la meilleure constante 
dans (1) est de la forme 


K(R:)=|ll, ms. D 
Pour le cas où / — R, le problème (3) à été résolu sans faire ap- 
pel aux méthodes de la théorie des problèmes d’extrémum par V. Ga- 
bouchine. Sur la demi-droite numérique, la solution du même pro- 
hlème a été trouvée par G. Magaril-Îliaev à l’aide des constructions 
de la théorie des problèmes d’extrémum. 


12.4. Inégalités géométriques. 
12.4.1. Inégalité de Hadamard. Soit X — (x 34 j=i une ma- 
trice carrée arbitraire d'ordre n. Alors, on a l'inégalité 


(det X}2 < Il (2 (x)? | (1) 


< 1. Considérons le problème d’extrémum suivant: trouver le 
volume maximal d’un parallélépipède de dimension n dont toutes 
les arêtes sont de longueur unité. Ce problème peut être formalisé 
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comme suit : 
D (z,, ..., æ,) = det (xi)? j=1 Sup; Îx;|?—1, 
ti (ti, ..., 2), id, ...,n. 
La compacité du sous-ensemble borné dans le théorème de Weier- 


strass (p. 1.2.1) implique l’existence d’une solution. La fonction de 
Lagrange s’écrira: 


n à 
£ = }oD + > 9. It: 12. 
i=1 


2. Conditions nécessaires : 
La =0 = Da + = 0, di — À, se le (2) 


3. Si l’on supposait À, = 0, on aurait x;, — 0 pour i, auquel il 
correspond À;, 0, ce qui est en contradiction avec |x;, | = 1. 
Posons À, — —1. La dérivée du déterminant suivant une certaine 
ligne est un vecteur constitué des cofacteurs des éléments de cette 
ligne : 


D == 4) 
de plus (À;. z) =D, SE RS LP 
Le produit scalaire de l’équation (2) (avec À, — —1) par T donne 
M = (Ds di) =D, 


d’où l’on tire, compte tenu de (2), que z; — À;D, ls 5 0: 
On sait toutefois de l’algèbre que la matrice (AÏ/D): ;=1 est l’inverse 
de la niatrice transposée X*. 

4. Donc, si X est la solution du problème, alors XX — I, ce 
qui indique que la matrice À est orthogonale, et il s'ensuit que 


(det X)? — 1. L'inégalité (1) résulte de ce qui vient d’être démontré 
et de l’homogénéité de la fonction figurant dans le problème d’ex- 
trémum. [> 

12.4.2. Problème du barycentre. 

Théorème. Par tout point situé à l'intérieur d'un corps solide 
convexe qui se trouve dans un espace de dimension finie, on peut mener 
un hyperplan de façon que le point cité constitue le barycentre de la 
section. 

< Le théorème sera démontré pour un corps convexe borné 
dans R*T à frontière différentiable. Le cas général peut être faci- 


NS 


lement réduit à celui susmentionné. Désignons le corps considéré 
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par À. Sans perte de généralité, on peut considérer que le point don- 
né, qui appartient à int À, constitue un zéro de l’espace R'*1. In- 
troduisonsles notationssuivantes : S” pour la sphère unité de l’espace 


RAT: @ € S': 
l'(o)= {x ER"*1](x, ©) — 0} 

pour l’hyperplan passant par le zéro et orthogonal à «; 
IT (@) — {x ER] {x, ©) > 0} 


pour le demi-espace borné par l’'hyperplan [ (wo) et contenant le 
vecteur wo; V (wo) pour le volume du corps À f\ IT (w). 
Considérons le problème d’extrémum 

V (©) —inf, o©€sS”, (x) 
La fonction V est continue, S" est compacte, ce qui signifie que, 
d’après le théorème de Weierstrass, le problème admet une solution. 
Soient la solution de (3), [ (w) l’hyperplan extrémal et e,, ..., €, 
une base dans cet hyperplan. Désignons par L,; le sous-espace engendré 
par les vecteurs e,, . .., €;_1, 4, . . ., en. Désignons par O; la 
circonférence suivant laquelle S" est coupée par le sous-espace Z;. 


Cette circonférence contient le vecteur w. En qualité de paramètre 
sur O;, choisissons l’angle @ mesuré dans les deux sens à partir du 


vecteur &. Soit ©; (@) le vecteur dans O; qui forme l’angle @ avec &, 


— 1 <p<r, et p; (p) == V (œ:; (p)). 
1. Considérons le problème d’extrémum 
pi(p) int; —1<p<n. (3) 


Vu que la frontière de À est différentiable, la fonction p; sera diffé- 
rentiable elle aussi. 

2. Condition nécessaire de minimum (théorème de Fermat): 
Pi (0) = 0. Calculons la valeur de la grandeur p; (0). Le sous-espace 


L; sépare l’hyperplan ['(w) en deux parties. La rotation de l’hyper- 
plan d’un angle do entraîne l’augmentation du volume de l’intersec- 
tion À f} II (w; (dp)) adhérant à l’une des parties, tandis que le vo- 
lume adhérant à l’autre partie diminue. Soit dx, /\.../\ dx, un 


élément d’un volume de dimension nr dans [' (w) concentré près du 
point x —= (x, ..., x). Lors de la rotation de l’angle do, cet élé- 
ment représente le volume de dimension (n + 1) égal à | x; | dx do. 
Dans ce cas, l’un des deux demi-espaces doit être doté du signe plus, 
l’autre étant affecté du signe moins. En additionnant ces grandeurs, 
on obtient la relation 


pa (dp) = ps (0) + | | aide À. À dan) dp+0 (do). 


T(6) [1 A 
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3, 4. De cette façon, 
@ E abs min —=> \ Li) ses N'dte=0 = 5,2%, 


T(@)A 


c'est-à-dire que 0 est le barycentre de LT (wo) N À. > 

Remarques. 1. Si À est un cône, on peut démontrer l’u- 
nicité de la section décrite dans le théorème. Cela signifie que pour 
un cône, on a l'inégalité 


V(ANI(®) >V(ANI()) Voes”, 


où & est le vecteur de S” pour lequel le point donné constitue le ba- 
rycentre. 

2. Au $ 2, on a examiné les cas particuliers de ce théorème sous 
l'hypothèse que À représente un angle dans le plan et un trièdre 
dans R*°. 

12.4.3. Inégalité de Young. 

Théorème Pour tout ensemble borné et fermé À disposé dans 
R", on a l'inégalité ci-dessous reliant le diamètre 3 (A) de l’ensemble 
À et le rayon R (À) de la boule qui lui est circonscrite: 


4)> y 2EHD r (4). (1) 


L'inégalité (1) devient égalité si À est un simplexe régulier. 
Dans ce cas, 


R(A)=— inf sup{z—y|, Z(A)— sup [r—y|. 


xer? vEAÀ x, YEA 


4 Lemme. Pour que la boule B (xs, R) = {x ||x—tl< 
< R} contenant À soit une boule circonscrite à l’ensemble borné fermé À, 
qui inclut plus d’un point, il faut et il suffit qu'elle soit circonscrite 
à un certain simplexe de sommets appartenant à À. 

<< La suffisance étant évidente, on tâchera de montrer la 
nécessité. Etant donné que À inclut plus d’un point, on a R (4) => 0. 

1. Considérons le problème d’extrémum 


Îf (x) = . [x— y| — inf. (3) 
La fonction f est convexe, continue et croissante pour æ —- co. 


Il s'ensuit, d’après le théorème de Weierstrass (p.1.2.1), que le pro- 


blème (3) admet une solution x. 
2. La condition nécessaire (et suffisante) d’extrémum dans le 
problème (3) est de la forme 


DE ôf (x). (2) 
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3. Utilisons le théorème d'épuration. D’après ce théorème et en 
vertu de (2), on pourra trouver des vecteurs z; € R”, y; € À et des 
nombres positits À;,1<i<r,r<n + 1 tels que 


é—yl=f(@)=R(4E>0 Lu=t, 


x Tr 
A T— Ô 6 
2, E 0, 1x —yil 2; = ii Ù > Az; = 0, (3) 
[z— y;l i=1 


d’où l’on obtient 


0= D Az — > se = N'y. 
[x — 


4, Considérons le a 2 —= conv {y1, . .., y-} et le pro- 
blème œ (x) = max{|x — y, |, ...,1x— y,|} —inf. Les relations 


(3) montrent que 0 € 0œ (x) et, par conséquent, x est le centre de la 
boule circonscrite au simplexe À. DE 

Pour obtenir le résultat final, il faut résoudre le nouveau problème 
variationnel suivant: 


R(E)—+sup; Z(7)<1, 


où {2} est l’ensemble de tous les simplexes dans R’. 

Ce problème peut être résolu par un procédé standard ou, ce 
qui est encore plus simple, géométriquement. Nous nous limiterons 
à la présentation des calculs. 

Soit O0 le centre de la boule circonscrite au simplexe 2 — 
— COnNV {Y1, . . ., Yr+1}. Cela signifie que 

k+1 k+1 
D Myi=0, M>0, D h=l, Iyl=R(2), 
i=1 
ES PR 
Alors 
[Yi y = (yi— y, Yi—y;) = 
= [y y; 2 ui, y) = 2R2(2)—2 (y, y 
Donc, 
k+1 k+1 


2 hli—vl=2R(2)—2€ 2 Mgr, y) = 2R? (2), 


ce qui signifie que 
k+1 
D Mhjlyi—y;lè= 2, Mhslys—y;l2=2R2 (2). 


4 3=1 
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D'autre part, 


R+1 R+1 : 
Die (Bu) DM<t- rer 
1FJ i= 1 1= 


d’où 


2R2(2) — 2 hjlyi— y; << 
ii 








<(DM20 <- 20 <-T 2° (0). 
ii 
Pour un simplexe régulier, l'inégalité qui vient d’être démontrée 
devient égalité. EC 


12.5. Polynômes de la meilleure approximation. Les premiers 
trois sous-paragraphes du présent paragraphe sont dédiés aux poly- 
nômes dont la déviation par rapport à zéro est minimale. Désignons 
par Trq un polynôme de n-ième degré à coefficient dominant égal à 
l'unité et à déviation minimale dans la métrique Z, (1, 11), 
c'est-à-dire la solution du problème suivant: 


n 
[2 + 2 tnt" | L{I-1, 1) > inf, 


12.5.1. Polynômes de Legendre. 
Théorème. L'inégalité 


__ 2M(nl)2Pn(t _ nl! 
Too (= = (5) ‘he s 
où P, (-) est le polynôme de Legendre, est vérifiée. 
pue 
Signalons que les polynômes de Legendre V n ++ P, (-) for- 
ment la base orthonormée de L, ([—-1, 1]) qui s'obtient par l’ortho- 
gonalisation des polynômes 1, £, ..., #7, ... 
< 1. Considérons le PRE 
1 
f(a= | (+ > att)" dt inf. 
1 k=1 
La fonction f est différentiable (elle est même quadratique) et 
convexe (il est aisé de l’établir). 
2. Condition nécessaire et suffisante (p. 4.1.4): 


OEdf(x) — f'(x) = 0. 
1 
3.f (1) =0— | Tuotbti-idt=0, i=1,...,n. 


— 1 
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d + 


{ + 
4. Posons g re } (£—T)" 17 (T) dr. 
Alors g(9 (t)= Tho (#), 80) (—1)=0,i=0, 1, ..., n—1. Ces rela- 
tions peuvent être facilement vérifiées par une simple dérivation et. 
compte tenu de (3), on obtient 


1 
î 1 n—i- 
ge? D= = | (7) Te (t) dr = 0, 
— 1 


m0 tt, 5-1, 


Donc g est un polynôme de degré 2n et tel que g( (+1) = 0, 
i — 0, 1, ..., n — 1. Cela signifie que g (t) = C ({—1}". La 
condition g(9 (&) = To (t) = t" +... donne C = nl/(2n)!. E 

12.5.2. Polynômes de Tchebychev. 

Théorème. L'égalité 


T0 (t) = 2-9 cos (n Arccos t) 


est vérifiée. 

Le polynôme T, + (t) est appelé polynôme de Tchebychev. Ce ré- 
sultat se déduit immédiatement du théorème de l'alternance (cf. 
p. 12.5.4). 

12.5.3. Polynôme de Tchebychey de deuxième espèce. 

Théorème. L'égalité 


Ti (t) = Tn+1oo (t) __ fsin ((n+1) Arccos 5) 
ji n +1 V' 21 — 52 
est vérifiée. 

Les polynômes T,, sont appelés polynômes de Tchebychev de deu- 
xzième espèce. La solution de ce problème est basée sur la théorie des 
problèmes d’extrémum (cf. [18]). 


12.5.4. Théorème de l’alternance. Pour qu'un polynôme p (+) 
de (n — 1)-ième degré dévie aussi peu que possible d'une fonction con- 
tinue x (+) dans la métrique de l’espace C ([to, #11), èl faut et il suffit 


qu'il y ait s> n + À points auxquels x (+) — p (+) atteint alterna- 
tivement ses valeurs maximales et minimales. 

Rappelons que le polynôme de déviation minimale dans C ([é,, t,}) 
est défini par la relation 


x) — p (cat, = inf [x()—2p()att, ap: 
p(e)EPn 
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< Nécessité. 1. Considérons le problème 


f(a)= max f(é, z)=lz()—pr()l= 


1E[to, t1] 
n 
— max | x (£) + >. catet| + inf. 
1E [los ti] k=1 


La fonction jf (+) est convexe, continue et croissante pour æ —- co. 
Il s'ensuit, d’après le théorème de Weierstrass, que le problème 


admet une solution x. 


2. Condition nécessaire (et suffisante): O0 € ôf (x). 
3. On applique le théorème d'épuration. D’après ce théorème, 


si 0 € Of (x), on pourra alors trouver sn + À points 4, < T1 < 
To... LT Lt. s nombres À,,...,A, ets vecteurs y; € 0,f (Ti, x} 


tels que f (tv, æ) = [|æ(-)— p (-) [| et 


D k; = 1, > hiyi = 0. (1) 
j=1 i=1 
Etant donné que f (t;, x) —Z O0, la subdifférentielle se confond 


avec la dérivée. En oh (T;, x) par rapport à x au point x, on 
obtient 


= sgn (x (t)—p (m))(1, wa, .., T1) (2) 
Il résuite de (1) et (2) que le système 


D Asgn(z(r)—p(m))t#=0, k=0, 1, ..., n—1, (3) 
i=1 


admet une solution non triviale, donc s—n—<+i. Considérons le 
n+1 


polynôme Il (#) — Il (f— 7;). En appliquant la théorie des résidus, 
i=1 
on trouve que si le contour l'englobe [é,, é#,], alors 





d’où il est immédiat que À; sgn (x (tT;) — p (t;)) = all” (x;). La der- 


nière formule montre que les signes de x (t;) — p (t;) ou bien coïn- 
cident, ou bien sont contraires aux signes de IT" (x;) qui alternent. 
On a trouvé donc n + 1 points, T1<...<7T,:, pour lesquels 
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[x(mi)—p(m)l=lz()—pt()l et les signes de x (r;) — 
— p (t;) alternent. 

Suilisance. Supposons que la fonction x (:) D (-) at- 
teint en alternant ses valeurs maximales et minimales aux points 
LU TL... LT Lt, S> n + 1. En admettant que pour 
un certain p (+) E P,.. 


le Ce) — P Coect,un 1e C)—p (cut, #1» 
il s'avère que l’on assiste à l'alternance des signes des grandeurs 
p (t:)— p (x;). Mais dans ce cas, d’après le théorème de Rolle, la 


dérivée p — p ne doit pas posséder moins de nr zéros, ce qui n’est 


pas possible, car p — p est un polynôme de (n — 1)-ième degré au 
moins ; la contradiction à laquelle on est abouti confirme ce qu'il 
fallait montrer. > 


12.6. Problèmes de mécanique. 
12.6.1. Excitation de l’oscillateur. Considérons le problème 


d’extrémum 
T — inf; x + deu) 2=0, & (06, 


x(O)=E, #(T)+a(T)=1, 
OLu<L1Â1, 0O<LEe<i, 


dont le sens physique est le suivant. L’équation x + s (&) x = 0 
traduit l’état d'un oscillateur harmonique à rigidité variable s (:). 
Dans le cas examiné, la rigidité peut varier dans les limites À — e < 
< s (t) L 1. A l’état non excité, pour u — 0, l'énergie de l’oscilla- 


teur est égale à (x? + x°)/2. De cette façon, il faut trouver une loi de 
variation de la rigidité (d’excitation) de l’oscillateur telle qu'après 
la suppression de l’excitation son énergie atteigne la valeur requise 
dans un temps minimal. 

La solution de ce problème avec l’utilisation de la théorie des 
problèmes d’extrémum est donnée dans [13]. 

12.6.2. Problème d’atterrissage en douceur d’un véhicule spatial. 
Envisageons le problème d'atterrissage en douceur d’un véhicule 
spatial sur une aire plane d’un corps céleste privé d’atmosphère, par 
exemple, de la Lune *). 

Supposons que notre véhicule spatial suit une trajectoire recti- 
ligne perpendiculaire à la surface de la Lune. Désignons par m (t) 


*) Etant donné qu'il s’agit de la Lune, le terme « atterrissage » sera rem- 
placé par le terme « alunissage ». 
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et par x (£) respectivement la masse du véhicule et sa distance à la 
Lune au moment t. Le véhicule spatial est soumis à l’action de la 
force de gravité —vym et de la force de poussée £u. Supposons cons- 
tants les facteurs y >> 0 (accélération de gravité) et k (accélération 
de poussée), la contrainte imposée à la commande u étant0 Lu < U. 
Dans ces conditions, la mécanique de vol sera décrite, d’après la 
deuxième loi de Newton, par les équations 


. ° 
. 


mr=ku—ym, m=—-u, 0<u<U. (+) 


On se propose d’effectuer l’alunissage en douceur n réduisant 
au minimum la consommation de combustible, le temps nécessaire 
à cette opération n'étant pas fixé. La formalisation du problème 
sera de la forme (désignons par x, (£), m, et T respectivement les gran- 
deurs x (ft), m (0) et le temps d’alunissage) : 

ku 


1. m—m(T)—inf; x =2, La — Ÿ: 


m——u, t(0)=4>0, x, (0)=<E,, 
m(0)=mo, 2 (T)= 29 (T)=0, 0 Lu LU. (3) 


En effet, la différence entre la masse initiale et la masse finale 
est égale à la masse du combustible consommé, les nombres «x; (0), 
i == 1, 2, et m, caractérisent respectivement la position et la masse 
initiales du véhicule, tandis que les relations x, (T) = x, (T) = 0 
montrent que l’alunissage s’effectue en douceur, c’est-à-dire que le 
véhicule se pose sur la Lune à vitesse nulle. Quant aux autres équa- 
tions et inégalités figurant dans (3), elles découlent des relations (+). 

Aïnsi, nous avons obtenu un problème de commande optimale. 
La fonction de Lagrange s’écrira 


T 


L£=h(m—mt(T)) + | (Ps (2—2,)+p, (a+ v)+ 


0 
+ ps (m+u)) dé + pus (T) + home (D). 


Les conditions aux limites non informatives fixées à l'extrémité gau- 
che n’ont pas été incluses dans la fonction de Lagrange. 
2. Conditions nécessaires : 


a) équations d’Euler : 
; : . L 
—Pi=0, —ps—pi=0, —p;+ ps 50; 
b) transversalité par rapport à x: 


P1 (T) = — Us Po (T) = Us, Ds (T) = À; 
16—0648 
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c) optimalité par rapport à u: 


i kv —_ LL ku (t) . 
re (pe () PT Ps (4) m (t) | 43 (£) 4 (4) P2 (£) m(t) ? 


d) stationnarité par rapport à T': 
— Àom (T) + (T) + dote (T)=0 > 
ku (T 
hu (T)—p, (T) (Fe —7)=0. 


Il ne faut pas oublier que À, > 0. 
3. Il résulte de a) que 


P1 6) = p = const, ps (t) = —pt +q, qg—=const. (1) 
Notons 4 (£) — —p, (t) + kp, (t)/m (&). On obtient alors de a) 
ÿ @ = —kpim (E). (2) 
La condition de stationnarité par rapport à T fournit l'égalité 
p (7) u (T) = pa (T) y, (5 
alors que l’optimalité par rapport à uw donne 
0, p(t) <o, 
“|, 50 x 


Si p = 0, de (2) on à 4 = 4, = const. Dans ce cas, si 4%, = 0, 
alors de (1) et de (3) il résulte que p, = 0, ce qui signifie (compte 
tenu du n° 2 et de l'expression de 1) que tous les multiplicateurs de 
Lagrange sont nuls. Mais cela est impossible, donc, si p = 0, alors 
Yo Æ 0; pour cette raison, ou bien w (t) = 0, ou bien u (t) = U. 
Mais si p Æ 0, alors la fonction 1 est strictement monotone et, dans 
ce cas, il n’y a qu’une seule commutation de u (t) = U sur u (t) = 
= 0, ou de u (t) = 0 sur u (t) = U. On voit facilement que le pre- 
mier de ces deux cas est impossible, car le véhicule ne peut pas ef- 
fectuer un alunissage doux à propulseur arrêté. [Il ne nous reste alors 
que deux possibilités : se déplacer sans commutations de u (t) = VU, 
ou bien effectuer une commutation de zéro sur U. 

4. Désignons par rt le moment de commutation. Le déplacement 
du véhicule, lorsque t € [0, +], est défini par les formules de chute 
libre 

Ty Ey + Ent — V2, to = — Vi, M) = Mo. 


Dans le plan de phase (x,, x,), ces relations définissent la para- 
bole 
Ti = E1 + Éo (Eo — Lo)/y — (Es — 22)*/(27). 
Le déplacement du véhicule sur le tronçon [t, TT est défini par les 
équations (+), où u (t) = U, x, (t) = E,, x, (t) = E, m (t) = my. 
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La solution du problème de Cauchy correspondant est de la forme 


(t + 4 = t) 
oh tEeLottke te (te) ins Uu), 


0 





z,(T+ a) =E—va— kln (1 7.) , M=mMmo—Ux. 


L'ensemble des points (£,, E.), à partir desquels on peut arriver 
à l’origine des coordonnées en faisant marcher le propulseur à pleine 
puissance, est donné sous forme paramétrique par les équations 
ti (x) = x, (œ) — 0. En éliminant de ces deux équations le para- 
mètre &, on obtient la courbe Ÿ (£,, £,). La réponse finale sera donc 
formulée comme suit: pendant le temps Tv, défini par la première 
racine positive de l'équation 


T2 
V(a+er-1, E—y)=0. (4x) 


laisser le véhicule se déplacer en chute libre pour faire marcher ensuite 
Le propulseur à pleine poussée. Si pour les (E., £,) donnés, l'équation (+x*) 
n'admet pas de solution, l’alunissage en douceur sera impossible. (Ce 
problème est traité par A. Létov dans son ouvrage « Dynamique de 
vol et commande ». Moscou, « Nauka », 1969 (en russe).) 

12.6.3. Problème de Goddard. Les questions qui seront traitées 
ci-après sont suggérées par un problème de balistique des fusées. 
Le mouvement d’une fusée guidée dans un champ homogène est dé- 
crit par le système d'équations 


LE V: v — Po/m + g, m — —PJk. 


Ici, on désigne par x, v € R* les vecteurs de position et de vitesse de 
la fusée, par o le vecteur unité dans R$, par P la poussée de la fusée, 
par m la masse de la fusée, par g une grandeur vectorielle qui caracté- 
rise le champ gravitationnel (dans le cas examiné, c'est-à-dire pour 
un champ homogène, sa valeur est constante), par k, la constante qui 
reflète la dépendance entre la consommation de combustible et 
la poussée. 





En posant u — Po/m, on tire de l’équation m = —PIk la rela- 


tion (m/m) — —u/k. En multipliant maintenant les deux mem- 
bres de cette égalité par « et ayant en vue que © et uw sont propor- 
tionnels, on obtient 
, 1, 
m ju | { 
= M(T,)=m (0)exp ( ee | [u | dt) | 
) 

Supposons connues la position, la vitesse et la masse initiale de 
la fusée à l’instant de départ & — 0. On demande de déterminer la 
commande de la fusée pour qu’à un moment fixé 7, elle atteigne un 


18% 
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point donné à une vitesse imposée, la consommation de combustible 
étant par ailleurs minimale. Il est aisé de voir que la formalisation 
du problème proposé sera 

To 

[u| dtinf; x=u<+g, x(0)=2x; x (0) =v,, 

0 | (3) 

(To) =t,, x (To) = 01. 
Lors de la résolution du problème, le fait que x appartient à R3 


n’est pas essentiel. On considère que tous les vecteurs x, g, x se si- 
tuent dans l’espace R”. 
Le problème sera résolu par la méthode de dualité en le réduisant 


à un problème de Liapounov. Etant donné que Z=u + g,on a 
| 


1, 
x (1) = vo + | (u + g) di = v, = vo + | u dt+gTo, 
0 0 
t . Te 
x (t) = Xo + fadisa=o+ To Li tu dt. 
0 0 
Ainsi, nous sommes en présence du problème de Liapounov 

T, TL, re 
| [u| dt inf; judi=n, | tu dt=E, 
0 0 0 





= LT, n— T 
É = Lo — T1 Val o 27 ? NV — Vi — SI. 


Désignons par S (£, n) la valeur numérique du problème. Il est 
évident que $S est définie et finie (donc, continue) sur R”° X R’ 
tout entier. L'application de la méthode de dualité donne 


ef def 
S*(p, g)= sup (6 p+tn, D SE n)= 
EAU 





def n To 
sup (@, pm, g—int{) lui a) (u dt, 
(&, n) 0 où 
To To 
| tu di=E j}=sup (| Ge, p}+ Qu (#), g— lu (t)1) dt) = 
0 0 
To 


= \ sup ({u, ip+g)— lu) dt = 
0 


|" [tp +al <'1 VEEI0, Ti, 
+ oo, 17E€[0, Tiltel que [To+ql > 1. 
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Décrivons l’ensemble À des paires (p, q) pour lesquelles | ép + 
+ g|<1VtE€[0, T,]. On obtient ainsi 


p+q= 7 (Top+9+(1— 7) = 


= A={(p, 9) ITp+al <1, 19 K 1}. 
Maintenant, d’après le théorème de Fenchel-Moreau, on peut 
trouver immédiatement la valeur numérique du problème (dans les 
calculs, on utilise la notation Tip +qa=r< p—(r—q)T,) 
def 
SE, n)=S**(E, n)= AUS ES PS St) 
» q 


— SUP (te: p) + {n; q)) = 





(p, a)E A 
= sn (EH nd 
lrl &1, p | 
__|# | 6 |__| æ1—% 8To T1 — To 8To 
Halle ae ee 

















La commande impulsionnelle 
= — T T 
ù (= (ARE —u, — #0.) (1) — (He 0, + E2) 6 (— To), 


où Ô (-) est la ô-fonction de Dirac, sera probablement admissible 
et optimale: 


To. To Ts 
lubat=n [u(azs (lies n. 
0 0 0 


C'est cette commande qui fournit la solution du problème. On peut 
démontrer sans difficulté que, dans le cas général, lorsque les vec- 
teurs &/T, et n — E/T, sont d’orientations différentes, la solution 
du problème (3) est unique. Pour le cas dégénéré, lorsque les vec- 
teurs E/T, et n — E/T, sont tous les deux différents de zéro et que 
leurs orientations coïncident, on a aussi bien des commandes im- 
puisionnelles (même à une seule impulsion) que des commandes con- 
tinues. Ce problème a été traité dans l'ouvrage « Eléments de la 
théorie de la commande optimale » paru sous la rédaction de N. Ro- 
zov (Moscou, « Znanié » , 1973 (en russe)). 

12.6.4. Problème d’'Ulam. Dans son livre « A Collection of Ma- 
thematical Problems » (Los Alamos Scientific Laboratories, New 
Mexico), S. Ulam propose de trouver la solution du problème sui- 
vant: comment peut-on minimiser la somme des longueurs des che- 
mins parcourus par les extrémités d’un segment unité qui se déplace 
dans le plan d’une position donnée à une autre ? Nous nous tâcherons 
de résoudre un cas particulier de ce problème général lorsque le seg- 
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ment [A 5; Bi, À, — (a, 0), passe en [4:, B;], À; F (—a, 0) 
(cf. fig. 6). 

Résolvons ce problème en appliquant le procédé habituel du 
principe de Lagrange. 

Formalisation. Considérons le problème suivant: 
ti+2RI 





(V3 + a À V (x, — sin £)? + (x, + cos t)2) dt + inf ; 


0 

x; (0) — 0, x; (4, +2kn) —EË;, == 1. 2. (3) 
Il est aisé de voir que la fonctionnelle dans (3) exprime la somme des 
longueurs des chemins parcourus par le point initial À (t) — (x, (t), 
za (t)et par le point final B (t) — (x; (t) + cost, x, (t) + sin t) 
du segment considéré, l’angle £{ entre le segment AB et l’axe Ox:, 
subissant, dans ce cas, une variation monotone de zéro à £, + 2kn. 
(En principe, on peut imposer la condition obligeant le segment d'’ef- 
fectuer £ tours au cours de son déplacement.) S. Bourtsev a montré 
que pour toute trajectoire A de déplacement du segment À (0) B (0), 
qui passe en À (t, + 2kn) B (4, + 2kn), et pour tout e >> O0, on peut 
trouver une trajectoire du type donné dont la fonctionnelle ne peut 
dépasser que de £& la somme des longueurs des chemins parcourus 
par les extrémités du segment qui se déplace suivant la tra- 
jectoire YA. Cela signifie que la solution complète du pro- 
blème (3) fournira également la solution du problème d’Ulam. Il est 
évident que le problème (3) se réduit à un problème de Liapounov. 


hi+2kT i+2kn 
1 À (lul+lu—v(@l)dt—inf; | udi=s, où 5 
0 0 
(6) Ch u—%, v(t)=(sin £, —cost). Dans notre cas, {,=n, k—0. 
2. Conditions nécessaires. Posons Z ({, u, À, 1) = |u | + | u — 
— v (t) | — Au (il est évident que le cas où À, — 0 est impossible). 
Le principe du minimum donne 


minZ(t,u, à, 1)=L(tu(t), À, 1)= 


uER? 
À EO, (lul+lu—vt(t)}) (u(t)). (1) 
3. De la relation (1) et de la formule pour la subdifférentielle d'une 


somme, si u (t) n’est pas nulle ni égale à v (t), on obtient l'égalité 
suivante : 
u (t) .. u (t)—v(t) _. (2) 


[u()l Iu(—v()l 
Examinons de plus près la relation (2). Deux cas sont possibles : 
[A |<2ou |A |— 2. Dans le premier de ces deux cas, la relation 
(2) montre que la somme de deux vecteurs unités est égale à À. Ces 
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deux vecteurs sont ainsi définis univoquement au changement de 


leurs places près. Posons donc À = n, + n,. Alors u (t)/|u (t) | 
est égal soit à n,, soit à 7,, ce qui indique que l'orientation de la vi- 
tesse de la première extrémité (à condition que | À | 2 et que les 
deux extrémités se déplacent) est soit n,, soit n,, alors que l’orien- 
tation de la vitesse de la seconde extrémité est n, (si la vitesse de À 
est égale à nr.) ou n, (si la vitesse de À est égale à n,). Mais si | À | — 2, 





alors les orientations des vitesses des points À et B se confondent, 
ce qui peut avoir lieu seulement pour les cas dégénérés qui ne sont 
pas réalisés dans le cas particulier que nous examinons. 

On voit donc que l'orientation de la vitesse de l’extrémit 
se confondre avec 7, ou avec #,, ou bien la vitesse est égale 
ou à v (t). 

On peut maintenant résoudre le problème d'Ulam pour le cas 
particulier considéré. Le déplacement du segment est montré sur 
la figure 6. L'extrémité gauche décrit la ligne polygonale 4,CA,, 
tandis que l'extrémité droite suit d’abord le segment B,B' pour dé- 
crire ensuite l’arc BB” de rayon unité (pendant ce temps, l’extré- 
mité gauche reste fixée au point C) et le segment B"B,. Les vitesses 
des extrémités qui se déplacent suivant les segments susmentionnés 
sont orientées suivant les vecteurs n, et n, qui forment avec l’axe 


é 
à 


] Lé \ Q { * r Fr . 
Ox, l’angle « égal à Arcsin rx (ce problème géométrique sera 


résolu sans aucune difficulté par le lecteur). La trajectoire donnée 
satistait au principe du minimum et fournit donc un minimum du 
problème posé, car, pour À, = 0, la condition nécessaire est en même 
temps suffisante. 

On peut montrer que, dans le cas général, il y a toujours une 
trajectoire déterminée qui vérifie le principe du minimum. C’est 
justement cette trajectoire qui nous fournit la solution cherchée. 


RÉPONSES, INDICATIONS ET SOLUTIONS 


Introduction 
1LX=R,f()=sinz. 2 X=R,f(x) = 1/4 + x He a 1 (x) = 
= Arct Rs X=R, f(x) — (Arctg 5. 5. X =R, f (x) = Arctg zesin x. 
2 
6. X = R?, f(x) = af — 23 + 2e 1, 7. X = R?, f (ai, Ze) — Sin 9 — xt. 
8. X — a. "f Lo) — (x — x) (x — 3x2). 9. Non . Considérer la fonction 
1 
2 in — 
z (2+sn—), à x Æ 0, 
fr) = X=R 
0, z = 0, 


12. X = R?, fo (2) = V (Ü— 2) + 2— 2) + int; fr (x 
+87 —1=0. 138. X = R, fo (ts To Ta) V (1 — En) + (te — É2) + (xs —E5) 

— inf; fa (t1: Lo; Le) = us Gate Gas © b—=0<— | z—ËEl —> . 
(a, 2) be 14. X= KR, |zl— xl +]|rx — he ie 
Jail=1d, zi= (xl, x), i=1, 2. 3. 15 X=R?, |rx— E|+|r— 
— EL] ES | — inf; Et (Ëi Ei), i—1, 2, 3 sont les points donnés. 


1 
2 
16. x (a— 2x) (a—x) — sup, 0Lxz<a. 17. X—R?, | (+ 5 æpthTl | X 
4 k=1 
X dt — inf. 


Exercices du $ 1 

P. 1.1 : 1. La fonction N définit la norme pour les valeurs suivantes des 
paramètres : a) p > 1; b) et C) ayg@oo — Goo £ 0; d) as >> 0, dydos — A = 
05,2. À équivalence des normes découle de j'inéralité PÉTER Er 
<V? I æ lo. 4. Il faut poser [x = inf {{>0| zlt E B}. 7. Par exemple, 
l’espace des fonctions continues sur le segment [0, 1] de norme || zx (+) || — 


? 119 
= | | x? (t) at) est un espace normé sans être banachique. 9. Non, car la 








fonctionnelle n’est pas bornée. 10. a) Ixl=max | a ; ue È b) [x ||=—= 
1 2 

—. Ti, \2 , / Le ) Xi La rs 

— max ((& | Un ere le | . «11. Il faut prendre, par exem 














ple, l'enveloppe linéaire des fonctions f, (4) — sin 2nt, f2 (t) — cos 2nt. Alors, 
I auf (+ aofe Ologo. 1n= V4 + 12 a) (nl + mA; b) al+ 
+ 1yel5 ©) (1ÿ119+ 1 Ya 10)1/0, 1/p+41/g—1 ; d) (b11YÈ + 2b19V1Yo + baoy5)1/2, où 


Pr bi1 Vie — A1, A— ES die 
Die Dos die 90 





RÉPONSES, INDIGATIONS ET SOLUTIONS 249 


PL b=s CL 2 XER, = A TG 


5. a) Non; b) non; c) non; d)oui. 6. La boule unité dans. 
5 20, 
l'espace Z, (généralement, dans n'importe quel espace de dimension infinie). 
7. Il faut, par exemple, inscrire dans la boule unité de l’espace /, un nombre 
infini B (en, p), n > 1, de boules disjointes de rayon fixé p et poser 
Î (1—1/n) (|x—znll—0), zeB (tn, P), 
0 dans les autres cas. 


Alors la borne inférieure de la fonctionnelle j est égale à —p sans être atteinte- 
1 


| x (t) sen t at=0}, z (9 = 


— t. 10. On peut considérer, par exemple, la fonctionnelle Lx, y) = x + y. 
12. Considérer dans l’espace !, l’ellipsoïde compact À = {x = {rp}p1 € 





en aucun point. 9. X = C ([—1, 1]), Z = {2 (-) 


€ Lo D kx? < 1} et la demi-droite B — {rx — {th}n1€ de | tr = tlk,t> 0, 
éd. >, ni 
P 154 517 RR,/()= sin, x = 0. 2. f: R—R, f(x)= 1x}, 


== 0. 3. f: R? — R en coordonnées polaires x = (x, x) — (r cos @, r sin @} 
est défini par l'égalité f (x) = r cos 3p, x = 0. 
4, Li — x, * 9 = 0, 


a Re R 1 @ = | x = (0, 0). 
O0 dans les autres cas, 


x?, x est rationnel, à 
x 


| 
Sa 


5. f: R—R, ja = | 


0, x est irrationnel, 


Lil: f'(@)lel = Az, z = (x, sas ne 
. 1.2. Solution. La dérivée de Fréchet est trouvée en partant de la défi- 


f(a+a)—f (0 = A (242) — 42 Az = f' (x) [a] = 


1.3. f(x) [x]— 4x, AÀA— | 9 4 | … AT (© (le —02 2 Libre 
i=1 


1.5. f' (x) [x] = (a, x). 1.6. j (@) [x] = 2 (x, DE 
1.7. Solution. j est une application composée des applications œ: 


etg;f—=pog,g: H—R,g(x) = (x, x),p: R—R,o (ét) — V t. Suivant le 
théorème de l’application composée, pour x =£ 0, 
fo) Lel= op" Ge’ Go) Ll=(, 2/V ie aa 2=e 
18. Hal @ 2/lzl 19. f(x) le] = 2 4x, 2. 


1.10. f(x (+) RC | 2 y dr. 1141. j'le (CC 1=3 | à 2 (4) x (6 dt 
0 0 
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1 


1 
4.42. (Che ()]= 2 | x (é) dt À (#) dt. 1143. f'&(-)[e()1=6X 
0 0 


1 1 
is A 2 [A A A 

X | x? (t) at jz )æ(t)dt. 1.14. f'(z(-)[z(-)]=zx(0). 1.15. f(x (-) X 
Û 0 

X [x (-)]= 2x (1) x (1). . | | | _. 
1.16. Solution. La dérivée de Fréchet est trouvée d’après la défini- 


tion : 
FO +e C0) — fe C) = (@ (O + x (0) @& (A) + 
Lx (1) — 2 (0) (4) = x (0) x (1) + æ (1) æ (0) + r (x), 
r (æ) = x (0) # (1) = 0 (x Ilccro, 11) = 
3 f GC) (= 2 (0 x (1) + (0) x (0). 


1.17. x (0) Æ 0 = f' (x ()) [x (-)] = æ (0) sgn z (0), z (0) = 0274 
D (x()). 1:18. ÿ" (x (-) Le (1 = x (0) e*00). | 
1.19. f° (x (-)) Ex (I = x (D cos LA 1.20. f (GC) Iz (= —-z()X 


X sinx() 1.21. f (&(+) Le (1 = | x (t) sgn x (b) dt. 
0 





1.22. f (Die (= 202 oV/1 Let (D. 
1.23. fe (-) Le (1 = qu (, à (0) x (E). 
1 


1.24. MAOIAOES LACET 


1.25. Solution. f st une application composée des A a k 
et g; f—kog, 8: C(o, 41) + R?, g (x (+) = (x (to), z ()), k: R°—+R, 
k (4 To) = ® (T1, Ta). Suivant le théorème de l'application composée, 


l'a) CI (D Le’ Gé Ce ON T= 8 GC), # @ L = 9x, Cm) X 
X HFpe (G3) Tes sECDEOI= GE (Go); 2 (4) SF GEC)ECNE= 
— Pr(to) (& (to), & (h)) x so F Parts) G Go: æ (1)) z (a). 


1.26. f' @ (-)) Le = Teste: 2 (0, 2 (2 (OL, (6 2 (0, € (0) à (0) à 
1.27: 2=0, 1,28: f (x)= Le 1) pour certains à = j. 1.29. {x —(x1, to, 


+ Tn) | Tia +. En = 0 
1.30. Solution. Considérons la suite des fonctions 


| | _fi, tC[0, 1—1/n], 
ën (DEC (0, 1): MOT up 1 set An A] 


Etant donné que ||x, Coco, 1n = on a | 2x*|| > us rs 4 GC): 
n + F00 


D'autre part, il est évident que |[|x*|| < 8. Donc || r* || — 8. 
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n 1 
. 3/2. 1.82. 1+92/n. 1.33. ” | pe | + CIE 1.34. 1/V3. 


k=1 


1. 35: V°2/V3. 
.36. Solution. En vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, 


1 1 
(x, 2) ( | sin? mé &)” | x? (4) a)" = sa < 1/Y 3 "5 
0 0 


_ D'autre part, | z* | > (CAE V 2 sin mt) = 1/V 2. Vu que 
V'2sin aél;,çço, 1791 on à [|æ* = 1/72. 
1.37. V/5/2. 
1.38. APS le — lo, Ay = (O, Yys Yo + y — (Y1. Yo; ses 
12909 NY UV, Ua, ses Vans ras); (Vis Vos ee Un sa) 


1.40. T, LM = D, Ti M = R?. 
X 
1.41. en TtM—R?XR?. 1.42. cône {(0, 1)}. 1.43. {0}. 
X X 
1.44. R?2. 1.45. lin {(4, —1)}. 1.46. lin {es, ..., en}, e1, ..., en est 
n 
une base type. 1.47. {x = (x,, ..., Tn) € R' | 2 zit; — 0}. 1.48. lin {1, 


| Algg 


1.49. Solution. Considérons l'application F: C'([0, 1} ——R, F(x(-))— 


, 


sin æ (t) dt. Alors M—{x(.)EC([0, DIF (x()=F(x(-)=2/n}. Il est 


PTS 


aisé de vérilier que F satisfait à toutes les conditions du théorème sur un 
1 


espace tangent et 7” (x (-)) [x (-)] = | x (4) cos x (#) dt. Conformément à ce 


0 
1 


théorème, T,M=Ker F' (œ (-)) = {z (-)E C ([0, 1)) | | x (t) cos nt dt — 0} ‘ 


0 
1.50. {h(-)E C ([0, 1])1h (0) = h(1) = 0}. 1.51. KR. 
1.52. Solution. Par définition, le vecteur k — 1 est un vecteur uni- 


no tangent à l’ensemble M au point x = 0 si 10 > 0 et si l’application 




















: (0, Ô) + R est telle que & + r (x) € M et r (x) — o (œ) pour « —+ 0. Posons 
Dole @ € (0, 
té «fée 
D: cire ne ae(— EE ee ——) | 
Alors &œ+r (a) € M, IG) rs — (= Fr | —= 0 


De cette façon, 1E TtM= TIM —R,. 
X X 
1.53. {0}. 1.54. {0}. 
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. (1, 0) € abs min, Smin — —1, Smax — 2.2. (5, 2 € loc min, 
min — —®, Smax — +. 2.3. Sinin — — —+oo, le point sta- 
tionnaire : _@ 5) € “loc extr. 2.4. (4, 14) € he min, Smax — oo, 2.5. 
ÿra min = — oo, le point stationnaire: _(8 —10) & loc extr. 
(— 23, ES 1) € € abs min, _Smm = —4f3, Sax = oo. 2.7. (1, 1)E 

€ Le max, = +oo, Smin (O, 0), (0, pi CE 0) & . extr. 

> “ (—4/5, Pme € abs min, 5, 3/5) € abs max, ee 

(3/25, 4/25) € abs min, Smin = — 1/25, Smax = Lo. 2.10. A2 "1 2) € 

È . Max, Smax — 1/4, Ca = 0 n’est pas” atteint. 2.11. (—1/2, 3/2) € 
É abs min, Sax = oo. 2.12. Simin = —00, Smax = oo. 2.13. (1/6, 1/3, 


4/2) € loc max, (t, O0, 1 — à) € loc max Vtt ‘et t<O0, (ft, 0,1—0E 
€ loc min YO IA, Smax = Ho, Smin = —0. 2.14. {(1/V°6, 1/V/6, 
—2/V 6),1(4/V 6,—2/V 6,1/V 6), (—2/V 6, 1/6, 1/V6)} abs min, {(—1/V 6, 
—1/V6,2/V 6),(—1/V 6,2/V 6, —1/V 6), (2/V°6, —1/y6, —1/y 6)}Cabsmax, 
Smax=—Smin = 4/6 V6). 2.15. {(—1/V3, —1/V8, —1/y 3), 1/V8, 1/13, 
VS. UV 3, —1/V3, 1/V3), (—1/V 3, 1/V3, 1V 3 } € abs min, 
{(4/V38,1/V3, 1/V°3) (A/V3, —1/V 3, —1/V 3), (—1/V3, 1/13, —1/V 3), 
(—1/V73,—1/V3,1/V°3)} € abs max, Smax = —Smin — 1/(8 V3). 2.16. (0, … 

, 0) E abs min, Spin — 0, (+n-W8, ..., +n-1/4) € abs max, Sax — 
= V/n.2.17.(0, ..., 0) € abs min, Sun = 0, {(H1, 0, ..., 0),..., (0, ... 

, 0, +1)} E abs max, Sax — 1. 2.18. (—2, 0, 7) E abs min, Say — 

= oo (x, = (—n, 0, 2n + 3)). 2.19. (0, 1) € abs min, (1, O0) € abs max. 


2.20. At 1, 2 € abs min, Snax — —+oo 
. Solution. 14.:La formalisation donne: f (x) = x (8 — x) X 
X 8° —_ a — sup; 0 Çz < 4. D'après le théorème de Weierstrass, la solu- 


tion x existe. Il est évident que x £ 0 et que x 4, car f (0) = f (4) — 0, tan- 
dis que la fonction f prend aussi des valeurs positives. 2. La condition nécessaire 


est constituée par le théorème de Fermat: f’ (x) = — 0, 3. j’ (x) = 0 <= 372 — 
— Jkx + 32 = 0 x — 4 — 4/V 3. 4. Etant donné que la solution existe 
et que le point stationnaire est unique, x € abs max. Réponse. Les deux 


nombres cherchés sont 4 — 4/V 3 et 4 + 4/3. 

Tartaglia a formulé la réponse de la façon suivante: « Il faut diviser le 
nombre donné (c’est-à-dire 8) par deux; le carré de la moitié ainsi trouvée aug- 
De du tiers de ce carré est égal au carré de la différence des deux parties ». 
En eïtet, 


424+42/3= 64/3— ((4+4/ V 3) —(4—4) V 3) 


2.22. C’est un triangle isocèle. 2.23. Le point Æ situé au milieu de [BC] 
qe la solution, cf. [ATF]). 2.24. Le centre de gravité de la face fixée. 2.25. 
_ 173 3 € abs min. 2. 26. #3 — 31/5 € abs min. Pour le cas général, cf. $ 412. 


2:27. p = (Pa, 7... Pa) € abs max, pr = PE — Pa — {/n. 2.28. Au point de 
sin a: Sin &e 
réfraction est vérifiée la loi de Snellius és a où «est l’angle d’in- 


cidence, &, l’angle de réfraction, v, et v, étant les” vitesses de la lumière dans 
les milieux correspondants [ATFI. 2.29. C’est un carré. 2.30. C’est un triangle 
équilatéral. 

2.31. Solution. La formalisation donne: V (x) = xx (1 — x°?/4) + 
— sup, 0 < x < 2 (x est la hauteur du cylindre). Le raisonnement qui suit est 
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analogue à celui du problème 2.21. Réponse. La hauteur du cylindre est 


égale à 2/V 3. 
2.32. La hauteur du cône est égale à 4/3. 2.33. La hauteur du cône est égale 
à 4/3. 2.84. Le rayon de la base est égal à ((n — 1)/n)1/2. 2.85. C’est un cube. 
2.36. La hauteur du cône est égale à 1 + 1/n. 2.37. C’est un tétraèdre régulier. 
2.38. Solution. 4. La formalisation donne: 


V (t1—e, ...,%n—e)=det (y) ;_, —+ sup; [z;l?=1, i=1,...,n, 


oùu:e— (1, 0,4: 0). 2x dé. + A Vi =t}, si j > 1 et yl=x; 


En vertu de la compacité de l’ensemble des éléments admissibles et d’après 
le théorème de Weierstrass, le problème admet une solution. La fonction de 
Lagrange s’écrira 


n 
1 
L=hV Ts Di ui | x; |? 
i=1 
2. Condition nécessaire: Z, = 0 <= À6V,. + mix; = 0. 
t t 


3. Si l'on pose À, — 0, alors, pour à, pour lequel M, Æ 0, on obtiendra 


Les 


Lg = 0, ce qui contredit la relation | To [ — 1. Posons À, = 1. La dérivée du 
déterminant par rapport à une certaine ligne est un vecteur constitué des cofac- 
teurs des éléments de cette ligne: Vr, = (AÏ, ...,4;)= A; De plus, 


Ci x — e) = 0,i- j,car ce produit scalaire représente le déterminant d’une 
matrice ayant deux lignes identiques. Du n° 2 il découle donc que le vecteur x; 
est orthogonal à tous les vecteurs x; —e, j Æi—x; L x; — xp, j, ki. 


Mais alors (x;, x;) — (x, rs), donc 


| Lit; [2=2—2(zx;, tj)=2—2(x;, Th) = | Ti — TR fé ; 
ensuite, 
(Ti, zj—e)=0 => (ti, Tj)= (ti; e) —> 
D |[z;—e [2=2—2(x;, 6)—2—2 (x;, xj)—= | x; —x; |, 
De cette façon, toutes les arêtes d’un simplexe extrémal sont égales entre elles, 
Réponse. C’est un simplexe régulier. 
2.39, Le triangle équilatéral. 2.40. C'est le n-gone régulier. 2.41. Le n-gone 
régulier. 
2.42. Solution. 1. La formalisation donne: V1 — 4° sin? œ sin q —+ 
—+ sup; 0 < : < n/2 (a = | OE |, l'angle CEB est désigné par œ, alors que 
r 


l’aire du quadrangle inscrit dans le cercle est donnée par le demi-produit des 
diagonales par le sinus de l'angle qu’elles font entre elles). En effectuant le 


changement a sin ® — Vz, on aboutit au problème f (z) — z (1 — z) + sup; 
0 << z < a?. D'après le théorème de Weierstrass, le problème admet une solu- 


tion z. 
2.510 3 << a°, la condition nécessaire est constituée par le théorème 
de Fermat: f” (2) = 0. 
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3.1 (a)=02Sz 1/2. 

4. En vertu de l’existence d’une solution, le problème présente un maxi- 
mum absolu en un des points critiques {0, 1/2, a?}. En comparant les valeurs 
prises par la fonction f en ces points, on trouve la solution. 


Réponse. Si 0< a <1/V 2, alors — a?, re o — 1/28 
A/V3<a<i, alors nes 1/2, c'est-à-dire o — Arcsin V3 
a 





2.43. C’est le centre du disque inscrit. 
2.44. Solution. 1. La formalisation donne: 


f (tu, To) = | ti — to (+ ae [+ ae] —+ sup} 
Inl=lalt=1 e6=(4,0), meR, 1=1,2 lz1= Vite 
le disque unité). La fonction de Lagrange s'écrit 

L'= of (ti, To) + Ml T1 12 + | do |? 
2. Condition nécessaire: 
L y, =0 + gti — Lo +21 —e) +km = 0, 
LE, =0 (to — ti + Lo — €) + hrs = 0. 


x 2 
8. Si Ào — 0, alors À, = À, — 0 et tous les multiplicateurs de Lagrange 
sont nuls. On pose À, = —1 = (2— M) = 2, +e, (2— À) to = 2 — 


+ e— (en portant x, de la première équation dans la seconde) ((2 — À;) X 
X 2—À) — {ju = e(3 — À) = où x = +He, où bien À — À — 3: 
= % + zo = —e. On obtient ainsi à la renotation de l’extrémale près: 
1) mn = 2 = Le; 2) m—=—m—e; 3) 2 = (—1/2, 13/2), x, = (—1/2, 
— V 3/2). 

4. Vu la compacité des éléments admissibles et en vertu du théorème de 
Weierstrass, le problème admet une solution. La troisième extrémale rend la 
fonctionnelle maximale. 

Réponse. C’est un triangle équilatéral. 

2.45. Solution. 1. Soient M le point donné intérieur à l'angle AOB, 
Cet D les points situés sur les demi-droites OA et OB respectivement de façon 
que M E [CD]. Menons par M une droite parallèle à O4 ; désignons par F le 
point d’intersection de cette droite avec OB. Désignons par a et par x respective- 
ment les longueurs de OF et de FD. Il est aisé de voir que l’aire du triangle OCD 
est égale à k (a + r)?/x, où k est un certain facteur de proportionnalité. Considé- 
rons le problème | 


— inf ; z > (0. 


Etant donné que S (x) est continue et que S (x) —+ + pour x + + et pour 
x —+ 0, d’après le théorème de Weierstrass, le problème admet une solution z. 
2. Condition nécessaire : Le théorème de Fermat en vertu duquel S” (x) = 0. 
3. S'(H=02— a. 
4. Compte tenu de l’unicité d’un point stationnaire, x € abs min. 


Réponse. La droite cherchée jouit de la propriété suivante: son seg- 
ment compris entre les côtés de l’angle considéré est divisé en deux parties éga- 


les par le point donné. (Méthode de construction: | DO | = 210OF |.) 
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2.46. Solution. 1. Soient M le point donné intérieur à l’angle AOB, 
Cet D les points situés sur les demi-droites OA et OB respectivement de façom 
que M E[CDIet désignons par  l’angle 
CDB. Désignons par p (æ) le périmètre A 
du triangle OCD. Considérons le pro- 
blème 


p(g)— ini; Po << <T, 


où p, est la valeur de l’angle 4 OB. 

Etant donné que p est continue et 
que p (®) —— +o pour @ — @, et pour 
@-+> x, d’après le théorème de Weiers- 
trass, le problème admet une solution ®. 
Il est facile de voir que la fonction p est 
en outre continüment dérivable. Nous | 
n'écrivons pas la fonction p elle-même, Fig. 7 
car nous n’utiliserons que sa dérivée qui 
peut être calculée sans difficulté en étudiant l'accroissement p (®g+dp)— p (p)- 


2, Condition nécessaire : le théorème de Fermat en vertu duquel p’ (@) = 0. 
3. Vérifier si 





p'(@)= A (+ cos W)/sin @— 1 (1— cos p)/sin Q. 


où L=|CM|, L=|DM|, Ÿ est l'angle OCD (fig. 7. 
4. Compte tenu de l’unicité d’un point stationnaire, O € abs min. Le sens. 
géométrique de la relation p’ (®) — 0 réside en ce qui suit : la perpendiculaire 


A A A A 
à CD élevée au point M et les bissectrices des angles extérieurs C et D se coupen 
en le même point O; en d’autres termes, la circonférence exinscrite du triangle 


OC) passe par le point M. 
Réponse. Il faut tracer le cercle (de majeur diamètre parmi les deux 
possibles) passant par le point M et tangent aux côtés de l’angle et mener, ensui- 


te, ie segment [C, D] tangent à ce cercle. 

2.47. C'est l’aire du quadrangle inscrit dans un disque. 

2.48. Solution. 1. La formalisation donne: V, (R, h) = nh? (R — 
— h/3) — sup; 2xRh = a, 0 Lh L2R (R est le rayon de la boule, h la hau- 
teur du segment, a l’aire donnée de la surface latérale). En éliminant R, on 
aboutit au problème 


FOUR, ne dr PA 
2 3 De ml 
(la dernière inégalité se déduit de la relation k < 2R = a > sh?). 
2. Condition nécessaire : le théorème de Fermat en vertu duquel V” (À) = (0. 
3. V'()=0 > h=Va/ox. 
4. D'après le théorème de Weicrstrass, le problème admet une solution h. 
Il est évident que h £ 0 et h  V'aln, car V (0) = 0, alors que V (V’ a/x) = 


— a Val Va<V(V a/2n) = a V a/3 V 2n. Donc, a = 2nh?; d'où h = R. 
Réponse. Le segment cherché est une demi-boule. 
2.49. Si les points À et B se situent des deux côtés de la droite, le point 
cherché se confond avec le point d’intersection de la droite AB avec la droite 
considérée. Examinons le cas où Les points se trouvent du même côté de la droite. 
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——— 


Construisons le point symétrique de l’un des deux points À et B par rapport 
à la droite donnée, par exemple du point À. Désignons par A’ le point ainsi 
obtenu. Le point cherché C se situe à l'intersection de la droite A’B et de la 
droite donnée. 2.50, 2.51. Le sommet du tétraèdre doit être projeté au centre du 
disque inscrit dans la base. 2.52. C'est un tétraèdre régulier. 2.53. xo = (x: + 
+ Fa z3)/3 ; cest le centre de gravité du triangle zx, æo, Zge 2.54. tp = 
—= ( à: m;z;)/ >, m;; c'est le centre des masses. 2.55. Notons zx= 
i=1 i=1 


N N 
# A A A A 
= (> mit;)/ > mi. Si | x | 1, alors x, —zx; si x >1, alors x, —x/l|x |. 
i=1 i=1 
N 


N A 
2.56. Notons D miti)/ D m;.Si z—0, alors x, est quelconque; si 


x 0, alors %o = x] | x|. 2.57. D'un point de coordonnées (E,, 2) 
on peut mener à l'ellipse x?/a? + x2/a? = 1 (a > a,) quatre norma- 
les si c’est un point intérieur à l’astroide (6,a1)2/% + (&,a3)?2/8 = (a? — 
— a3)?/8; trois normales si le point se trouve sur l’astroïde (à l’exception des 
sommets) ; deux normales dans tous les autres cas. 2.58. D'un point de coor- 
données (£,, &,) on peut mener à la parabole y = ax? (a > 0) trois normales si 
le point se situe au-dessus de la courbe £, — 3.2-4/Ba-186%/ 3 L 2-19-1: deux 
normales si les points se situent sur cette courbe, excepté le point (0, 2-ta-1); 
une normale si les points se trouvent au-dessous de cette courbe, de même qu’à 
partir du point (0, 2-la-l), 2.59. La réponse donnée ci-après concerne l’hyper- 
T 2 T À r 
bole (2) _ (=) — 1. D'un point de coordonnées (E,, &,) on peut mener 
2 
trois normales à la branche la plus proche de l’hyperbole et une normale à la 
branche éloignée si (E1a1)%/% — (6,42)? > (a? + a5)%8; deux normales à la 
branche la plus proche et une normale à la branche éloignée à partir des points 
(£1; &) pour lesquels la dernière inégalité devient égalité, excepté le point 


2 2 
(o, + ae |, une normale à chaque branche à partir de tous les autres 
1 
points du plan. 2.60. La distance du point x = (x, Di Zn) à l’'hyperplan 


n n n 
> aix; —b est égale à [> ati —b |/ VS a? 
i=1 i== 1 i=1 

2.61. Solution. fi. "Soit un hyperplan d’équation (a,x)—b—0 ({a,x) 
est le produit scalaire des vecteurs a et x). Considérons le problème d'ex- 
trémum 


[z—x, [? — inf; (a, x)—b—=0 (a = 0). 


À 
La fonction de Lagrange s’écrira L=— [x—zxo |? + (a, x). 


2. Condition nécessaire : À te xzo) + ha = 0, 
8. Si À — 0, alors a = 0 est une contradiction. On pose A = Î; alors 
x = %o — ha, À = ((a, xzo) — b)/(a, a). 

&. Une vérification directe montre que 


x E abs min, Sinin — ((a, ro) — b}/(a, a). 


La distance cherchée est égale à | (a, xo) — b | / | a |. Ce thème est également 
étudié au $ 12. 
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2.62. La distance d’un point x à la droite at + b, a, b E R'est égale à 
(x — 01? (x — 0, a)/| al). 2.63. x — —al| a | E abs min, L (x) = 
— |a |. 2.64. Les côtés du rectangle sont : V2a, V 26. 2.65. Les arêtes du paral- 


lélépipède sont: 2a/y 3, 2b/V 3, 2c/V 3. 2.66. (Ha, 0, 0) € abs max si « > 
> db > ec. 
2.67. Solution. Examinons le problème d’extrémum 


n n 
DoimlP— sup; D [zlt=at (<p<g, a>0). 


i=1 i=1 


Vu la compacité de l’ensemble des éléments admissibles et la continuité de la 
fonctionnelle, on peut affirmer, en vertu du théorème de Weierstrass, que le 


problème admet une solution x. La fonction de Lagrange s’écrira 
n n 
e, 
£=h D Im lP+A(X lala at). 
i=1 i=1 
2. La condition nécessaire consiste en la stationnarité par rapport à zx: 


Lx, =0 = hp si lPsgn 244 | 2 |Tisgn 50, 1<i<n. 


3. bj =0—5à4 0 ee zx = 0 _ constitue pas un élément admissible 


dans le problème. Posons À, = —1 e ou x; — 0, ou bien | 2 | = (Ag/p}1/(P-a), 
4. Le maximum de la fonctionnelle est atteint au point critique. Admet- 
tons que le point critique est à exactement k coordonnées non nulles; alors 


pour ces coordonnées, | x; | — ak-1/a. De plus, 


Smax (a) —= a? max kl-P/a = aPni-P/a, 
1LRA<N 


< Tirons de la solution du problème d’extrémum l'inégalité nécessaire. 


n 
A) p>1. Soit >» | x; [2— aq. Alors 


i=1 


CS las le/n)/P enr (D Later) < 


n 
LRT/P (Smax (a) /P=nUVPant/P-1Ja= ana ( N | x; [a/n)t/0, 
i=1 
B) p — 1. L'inégalité est obtenue par passage à la limite dans l'inégalité 


figurant en A). 
C) 0 p <1. Posons y; = | x; [P. Alors 


à Larm) PE CS Lui 1m) UP < 


i=1 


<((È Lu 10Pm)9/) 4 (2 | æ; 19/n)1/0, 


17-0648 
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D) p<qg<0—= 0<—q<—p = (A), B), C) 
n n 
(d laien) Pet) etre) EUR 
i=1 i=1 


n n 
S(D Irtlran) CPE I com)". 
= 


i=1 
E) En faisant tendre p vers 0, on obtient 


lim (Ÿ Lx; |P/n)/P = ( Î ETES 


d'où, si p<0< g, alors 


(> 2 |?/") LP <([l 1 7 (la, 19m1/ D 


2.68. La démonstration de l’ inégalité se fait de la même façon que dans le 
problème 2.67. 2.69. Ce problème représente un cas particulier du problème 2.67 


(cf. lettre E)). 
2.70. Solution. 1. Considérons le problème d’extrémum 


n n 
à Tjdj —> SUP; D. |z; |(P=bP(p>1, a;€ER, b>0). 


i—1 i=1 


L'ensemble des éléments admissibles est compact, la fonctionnelle est conti- 
nue, ce qui signifie, en vertu du théorème de Weierstrass, que le problème admet 


une solution. La fonction de Lagrange s'écrit 


n n 
L=ho >) riaith D La [P. 


ii i=1 
2. La condition nécessaire implique la stationnarité par rapport à x: 
L,=0< Nodi +Àp | z; re sgn z,=0, bts sas le 


JADE = 0 n'est pas un ne admissible. Posons À, — 


= —1. Alors, du n°2, on a PET La; |P-fsgna;, 1/p+1/p=1. Vu que 
ñn À n 
>» | æ; |P—0P, onau=b (> PAL mie 
n° i==1 


4. Le point critique est unique, donc xEabs max, ÆSinax (0) = 
n 
=D ( >. | a; Pers De cette façon, 


i=1 


À ar < Smax ({ 2 Ti z 1?) 7?) )=(Ù | 85 En o | a; Là Lee 


Les cas où p — 1 et p — + s'obtiennent par passage à la limite. 


RÉPONSES, INDICATIONS ET SOLUTIONS 259 








2.71. La solution est déduite du problème d’extrémum 


ñn n 
D'oizityil—sup D, 1x; lP=aP, 
ñn 

D tue et 0:00) 
i=1 


2.717. —10,261. 2.78. 4,49343. 2.79. 1,045. 


Exercices du $ 3 
13. Soient f. et f, deux fonctions sur la droite, définies par les égalités 
h@&)=llzl—1}, f.@&@)=]1zxl. Alors 


[ut, Iv1<1, 0, |y|<1 
+ — * _— 3 ST , 
Ro LT miss AO { 


Ne ee 
CORDES EP 


it (= À on Las 


D'autre part, 


0, [y 
(F+fS) (= 1yl—1, 1< 17 
| y 


OO 


De cette façon, la transformation de Legendre-Young-Fenchel d’une somme de 
fonctions non convexes (la fonction jf, n’est pas convexe) peut ne pas coïncider 
avec la convolution infimale des fonctions adjointes, même si les fonctions ini- 
tiales sont partout continues. 

3.1. a) a >0; b) a > 0, b 0, c quelconque; c) p > 1; d) as > 0, 
dy1d2o — 4% > 0 OÙ ay — A9 — 0, as2 > 0. 3.2. a) oui; b) oui. 


y(iny—1), y>0, 
3.3. a) f*(y)=< 0, y—=0, b) a<0 f*(y) = Ho, a—=0—> 
CU +, y < O0; 
ss Jf# — S£b}— 0: __ f# — (y —b)? : = 
= f*(y) —0{b}—c; axœ0—= ÿf Da, - 763 c) p>1i=f*(y)= 
=|y 10 /p, 1p+A/p'=1; pi = ff (y)=8[—1, 1], 0<p<i= j*(y)— 
= 6 {0}; d) f* (y) = 0; e) f* (y)= , by}; ©) f* ee y Z 0, 
{0}; d) f* (y) D a 
3.4. à) O {(a1, a2)}—b;b) a11 > 0, ayrags — a > 0 => f* (y) = (A ly, y)/4; 
a3 > 0, &yidio — Afa = 0 ou dy1 = die = 0, de 0 f* (y) — 
A71y, y)/4, yEImd, 
2 y 6 Im A: d1= 9 = 02 =0 = f* (Y)=0{0} f* (y) = +oo 
dans les autres cas, où 4=| 7 
doi oo 
À (In À —1), (Y1: Ya) = À (a, 2), À > 0, 
) f* )= 0, y=0, 
—+ oo dans les autres cas; 
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d) f* (y)=( av IP + @oÿo 17)1/", A/p'+1/p=i; 


n 
0, y:>0, i—14,...,n, > y; —1, 
e) ru dd = 
\R 


i=1 
—+ oo dans les autres cas. 
. (x? —1}?, | T | Z d 
#4 = #% = 
3.5. a) f**(x)=0, b) f** (x) { . a 
C) f**(x)= —1; d) f*#*(x)=0; €) f##*(x)=|xzl+lr-al: 


f : 
| DORE | xæ(t)du(t)}, où u(0)==0 et de plus- 
( & 

+ _ 0 
DO | u (-) est une fonction continue à droite (sauf, peut-être, 
au point zéro), monotonement croissante à variation 
unité, 
| oo dans tous les autres cas. 

3.7. a) [y +1y2l<15 b) | y 1? + 1 y2 (7 1: 0) le triangle de som- 
mets (—2, 0), (1 + V3); d) B,, — {ya va) ua + us << 4, Up + 
+ 1/p' = 1}; e) (@y1)? + (ay)? < 1. 

3.8. a) [—1, 1]; b) [O, 1 ; c) [—1, O]. 





n n 
3.0 ad) (IST) D ImiI<bo D Het. me etui 
i=1 1-1 
4 


d) [0, a]. 3.10. {x* | (xx, :()= | xz(t) dut), où u(0)—=0 et de plus u(:) 
0 
est une fonction continue à droite, monotonement croissante (sauf, peut-être, 
au point Zéro) à variation unité. 3.11. B* — {r* € X*[||z* [lys < 1}. 
3.12. a) [—1, 1]; b) {æ* € C* ([0, 4D) 1 (a*, æ (+)) = pu (4/6)— por (1/2) + 
+ par (5/6), mi: >0, a+ hot us = 1} 3.13. max {a + V 3x, 2 — 
— V 3x, —22}. 3.14. (uA)* — 6A0. 
—V1—%, [zx | 1, 
815. f(x) — = +1. 
+ ©, [xl 1, 

3.16. Solution. De l'inégalité de Young et de la condition du pro- 
blème, il est immédiat que | x [2/2 < f (x). En passant aux fonctions adjointes 
et compte tenu de la relation ® < % = œ* > Ÿ*, on aboutit à l’inégalité de 
sens contraire f (x) > | x |[?/2, d’où l’on obtient ce qu'il fallait montrer. 

3.17. Solution. De la condition du problème, on tire immédiatement 
l'inégalité (x, y) << 1WVzx, y E À, et, compte tenu de l’homogénéité, on obtient 
1z |? L<u?24 (x) —B € À, où B est la boule unité. En passant dans la der- 
nière inégalité aux fonctions adjointes, on arrive à l'inclusion opposée. 


0 RE, 
3.18. 19) 4, [x |—1, 


ER A 
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319. f(H = et, gx) = 2, fog = 67%. 8.20. fi (&us Te) = ÔA1 (tr, %a)s 
fa (trs To) — OA» (213 To); A1 = {tu te) | > 0, 22 > 0, mire 2 1}, 4 = 
= (tr To)l 21 KO, 2 > 0, Tite < —1}. 

41. Solution. Ce problème peut être résolu en développant le module. 
Mais nous allons faire appel aux subdifférentielles. 

4. La fonction f (x, y) = 2? + xy + y? + 3 | x + y — 2 | est une fonc- 
tion convexe (le critère de Sylvester le prouve facilement). 

2. Condition nécessaire et suffisante d’extrémum: 0 € df (x, y). 

3. OEdf(x, y (2x + y, 2y + x) + 3a = 0, où 


(1, D), z+y> 2, 
| — (1, 1), z+y< 2, 
[ — (CL 4), (&, 11, x y—=2. 


Si x + y > 2, alors 0 Eôf(x, y) = 2r +y +3=0,zx+2y + 8 = 0=> 
= x + y = —2 = iln'y a pas de solutions. De façon analogue, on montre 
que dans le cas où x + y << 2, il n’y a pas de points stationnaires non plus. 
Si x + y = 2, alors 2x + y + 3a = 0, 2y + x + 8a = 0, « E[—1, 1] —> 
= x —y—= A, a— —1À est le seul point critique. 

Réponse. (1, 1) € abs min. 

4.2. (—1/2, —1/2) É abs min. 4.8. a? + b? L'1 — (a, b) E abs min; a? + 
LH 1— (a/V a Eh, b/V a Æ b?) Eabs min. 4.4. 0<a<1/2 > 
— («, a) E abs min; &« > 1/2 = (1/2, 1/2) € abs min. 

45. P=E+VETE <O— (0, 0)€0  absmin, B>0 = 


= (BE/V TES), B/V ZE FE, B/V 2) abs min. 4.6. si—Éies/(ai A, 
n 
i=1,...,n, où À est la seule racine positive de l'équation > Ga°/(a? + 


+= 1. a 
4.7. Solution. 1. La formalisation donne: 


(a, x) + inf, D a?/b2=1 (al, a-Æ0, br } O0 pour k—>+ 0). 
RkR=1 
La fonction de Lagrange s’écrira 
= (a, &)+À >. 3/02. 
k=1 


2. Condition nécessaire: Z, = 0 lag + 2hxn/b2 = 0, k = 1, 2, ... 


3. Si Ao — 0, alors À 0, donc, dun°2ona zx, = 0, k — 4,25 x On 

vient d'obtenir un point qui ne se trouve pas sur la frontière de l’ellipsoïde. 
. a 0 

Posons ensuite À, = 2; alors a, + Arg/b? = 0 = 10 2, = —abilh. 


x E à la frontière de l’ellipsoide = Dr ab? = P=|1|—= V D ab}. 
k=1 B—1 


4. Il est évident que le point de coordonnées 


O0 
” 2 
= at) / À ot 
k=1 


est un minimum absolu pour la fonctionnelle, alors que les normales ne sont 
possibles que dans le sous-espace A-1,, où A: {xx} —+ {rg/b?}. 


262 RÉPONSES, INDICATIONS ET SOLUTIONS 





4,8. Smin — || Zo — El, Où Ë — Ay, y = (AXA + AT) 1 A%zo, À est la 
seule solution positive de l'équation || (A*A + AI) A*xo [| — 1. 4.9. 12 — 
— 1/2 € abs min. 4.10. S'il est possible de construire un triangle de côtés 
MM Mon, Mom, et dont les angles entre les côtés mime, Momi et mime, Mo 


Sont respectivement égaux à @&., &,, alors l’angle entre les vecteurs x, et e — 

— (1, 0) (les sommets du triangle sont x,, x,, e) est égal à x — «,, alors que 

les vecteurs x, et e font entre eux un angle égal à x — &,. Si la construction n’est 
A A A 


pas possible, alors x; = x, = —e ou x, — —e, x, = e. 4.11. Dans un triangle 
acutangle, les points cherchés se situent aux bases des hauteurs. Dans un trian- 
gle rectangle et dans un triangle obtusangle, le triangle de périmètre minimal 
dégénère en la hauteur abaissée sur le plus grand côté. 
4.12. La formalisation donne: 
fG)=|rz-f+lr-]+ zx] int 
(ai — (af, x), i 1,2, 3, x — (x, )). 


Nous venons d'obtenir un problème convexe sans contraintes. Etant donné que 
f(x) — +o pour | x | + oo et compte tenu du corollaire du théorème de 


Weierstrass, il s'ensuit que le problème admet une solution x. 
2. Condition d’extrémum nécessaire: 0 € ôf (x). 
3. De deux choses l’une est possible: a) x & rî, i — 1, 2, 3; b) x€ 


A x — x! Z—2? , z—2 
E {xl, x?, x$}. Pour le cas a), ôf (x) — — —————— + ——— + ——— 
[æ—zx!| [æ—x?| |z— x | 


— 0, c’est-à-dire que la somme des trois vecteurs unités dirigés de x vers x!, x? 
et x° est nulle. Il s'ensuit que les segments [x1, x2], [xt, x5] et [x?, x°] sont vus 


du point x sous un angle de 120°. Si tous les angles du triangle sont inférieurs 


à 120°, le point x est facile à construire. Ce point est appelé point de Torricelli. 
Examinons maintenant le cas b). Effectuons le rénumérotage des points x' de 


manière que x — x!. La condition nécessaire donne: n + (x — x?)/| x — x? |+ 
A 


+ (x — 2%)/] x — 2x8 | — 0, où n € | x | pour x = 0, c'est-à-dire | n | 1. 

Donc, en ajoutant à la somme des deux vecteurs unités dirigés de xl vers x? 

et vers x° un vecteur qui ne dépasse pas l’unité en module, on obtient une somme 

nulle. On en tire la conclusion que l'angle x2r1x3 est supérieur ou égal à 120°. 
A 


4. Vu que la condition 0 € ôf (x) constitue une condition d’extrémum suffi- 
sante, la réponse sera la suivante: si tous les angles du triangle sont inférieurs 
à 120°, la solution du problème est fournie par le point de Torricelli; si l’un 
des angles du triangle est supérieur ou égal à 120°, la solution du problème se 
coniond avec le sommet de cet angle. 

4.13. Si les points donnés forment un quadrangle convexe, le point cherché 
se situe à l'intersection des diagonales ; si le quadrangle n’est pas convexe, le 


point cherché se trouve au sommet de l’angle maximal. 4.14. La formalisation 
donne : 


3 
f(x)= D milz—ai| (m0, i=1, 2, 3). 
i=1 
Ensuite, il faut utiliser la condition de minimum nécessaire et suffisante 0 € 


€ 0f (x) (il est aisé de montrer que le minimum existe). De la condition obtenue, 
on tire la réponse suivante: soit un triangle de côtés m1, m,, m, et soient a;; 
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les angles de ce triangle formés par les côtés m; et m;. Traçons les arcs des cercles 


à partir des points desquels les segments [x, 2] sont vus sous les angles x — &;; 
respectivement. Si ces arcs se coupent à l’intérieur du triangle, le point ainsi 
construit est le point cherché ; maïs si les arcs se coupent en dehors du triangle 
ou bien s’il n’y a pas de triangle de côtés m.,, m, et m3, alors la solution du pro- 
blème se confond avec l’un des sommets du triangle. 4.15. C’est le centre du 
polygone. 


5. 1. x = 0 est la seule extrémale, et x € loc extr, Smn © — oo (ïn =n), 
Smax — +. 5.2. cht E abs min, S,, — oo. 5.3. et + sin t € abs min, 
. = À 60: 5.4. sin # + cost é loc extr, | Smin—=—®% (tn =n), Smax = 
= + oc. 

5.5 Solution. 1. L = x? + x?, : ax? (To). 


2. Conditions nécessaires : a) équation . Euler : x — x — 0; b) transversa- 
lité : x (0) = — (0, x (To) = —ax (To). 
3. Solution générale de l’équation d’Euler: z — —= C;cht + C,sht. Extré- 


males admissibles : x, = 0, &« étant quelconque, ne = Cchtpour x = —th T;. 
4. Examinons les conditions du second ordre. La condition de Legendre 


.. — 2 > 0jest réalisée; de plus, l’intégrant est régulier. Il est également aisé 
de : s’ assurer que la condition renforcée de Jacobi est réalisée elle aussi. Véri- 


fions la propriété d’être définie de la forme quadratique Q + P. On a h, = 
= sh t/sh T,, ho — sh (T, — t}/sh T,. La matrice Q + P est de la forme 


[ 2cth T;, —2/shT, : 
— 2/sh Ts 2a+2cth7T, 
Du critère de Sylvester il découle qu’une matrice de la forme Q + P est définie 


positive pour « > —th T,, qu'elle est définie non négative pour « = th To, 
et qu'elle ne jouit pas de la propriété d’être définie pour & << —th 7. 


Réponse. a> —th 7, = zx= 06€ abs min, Smin = 0; œ = 
= —th 7, = CchtEabsmin YWCER, Sun—=0;, a<—thT = r = 
= 06 loc min, Sin — —00 (xn — ncht); Snax = +o VW a. 

5.6. a = 2 = 0 é loc extr, Smin = —%X, — +oo. Indica- 


E ion. Utiliser le théorème de Bogolioubov. 9.7. mn t je 1 € abs min, Sax — 
= Lo. 
5.8. 2 —V 4/3, x, = Vt+i. 5.9. 21n (t + 1). 5.10. — eil(eÿ + 1). 


5.11. (4 — # € abs min, Sax = + ce. 5.12. Et/To € abs min, S, — 00 
5.13. (t — #2)/4 E abs max, Smin = —00. 5.44. —#%/4 + (ET, À Tu/a) € 
€ abs min, Snax = +oo. 5. 15. _(E — t)/12 E abs min, Snax — +oo 

(é — #)/24 € abs max, Spin — —. 5. 17. x (t) = Et/To est la seule bb 


£ > 0 — x € loc min, 60 = x € loc max, E = 0 == z € loc extr, VE zx 
est un extrémum local non fort, Sin — —©%;, Smax — +00. 5.18. x — (2t/3)°/2 
est la seule extrémale, x € loc min, x est un extrémum local non Tort, Sinin — 
= —00, Smax — +00. 5.19. x — Et/T est la seule extrémale, & > To/3 => 
> x € loc min, E< Ti/3 = x E loc max, Ë — T,/3 = x é PACreRTE, VE x 
est un extrémum local non fort, Sinin — —©, Smax = “+oo. 5.20. x = Et/To 
est la seule extrémale, £ > —T,/3 = de loc min, << —7T)/3 => : € loc max, 
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ë = —Tou3 = z é loc extr, Y E x est un extrémum non fort, Smin — —®, 
Smax = “+oæo. 5.21. Int E abs min, Sax = +oo. 5.22. (In(t+1))/In2€ 
€ abs min, Say = +oo. 5.28. 1 — elnt E abs min, Snax — +oo. 5.24. 
Te In t + S E abs max, Smin = —c. 5.25. 4/t — 1 E abs min, 
Smax = Ho. 5.26. (ln (3 (& — 1)/(4 + 1)))/In (3/2) € abs min, Sax = +00. 
5.27. elt — 1n t € abs max, Smin ——00. 5.28. x = V t + 1 € abs min, Smax= 
— Lo, Indication. En démontrant la minimalité, on peut utiliser le 
| : d zx?)\2 
fait que (xx)? — — +) 





5.29. Solution.i.L— x/r?. 


2. Condition nécessaire: équation d’Euler (intégrale d'énergie) xlx? = C. 
3. Solution générale de l'équation d'Euler: x = (Cit + C,)?. Il y a deux 


extrémales admissibles: x, — (t — 1)°, Le = (t — 2)?/4. 


4. La seconde extrémale est entourée par le champ; pour cette raison, x, 
fournit un minimum local fort. Sur la première extrémale, la condition de 
Jacobi n’est pas réalisée, car les extrémales proches se coupent pour t — 1. 


Donc, x, é loc extr. D’après le théorème de Bogolioubov, il s'ensuit que Sin — 


= — 00, Smax — 1 00e 

2 In (t + 1) E abs min, Smax — oo. 5.31. 3 — 1 € abs min, 
ax = oo. 5.32. 1n # € abs min, Spax — +00. 5.33. & € abs min, Sax — 
+00. 5.34. ch t/ch 1 € abs min, Sinax = co. 5.35. sh 2t/sh 2 € abs min, 
ax = “oo. 5.86. (et + el-t)/(4 + e) — 1 € abs min, Smax — +. 
7. (sh t/2 sh 1) — t/2 € abs min, Smax — +oo.5.88. sin + — sin À sht/sh1€ 
bs max, Smin — —©. 5.39. sh 24 — sh 2 sh t/sh 1 € abs min, S,,% = +0. 
0. sin t + (£ — sin To) sh t/sh T, € abs min, Say = +oo. 5.41. sh 2t + 
( max = Fo. 5.42 (t—1)chtE 
= oo. 5.48, tcht + (Ë — T, ch To) sh t/sh T, € abs min, 
= 00. 5.44. (t — 1) sht E abs min, Sax = oo. 5.45. ((E/sh To) — 
To +t) sht € abs min, Sn,x — oo. 5.46. cos t € abs min, S,,x = T0. 
5.47. cos 2t € abs max, Sin — —. 5.48. sin 2t € abs min, Smax — +: 


I IN 


Ca 
IS 


OUT Où LA 
So GB 


LR 
5 p 
B 
5 
C 
5 
Fa 
y 


? 


€ abs min, Sax — —+oo.5.54.0< Ts Z x = sh t + sin t (£ — sh T,)/sin To 


To=r— pour EÉ=shn, x = sht + C'sin t E abs min YC € KR, pour ë 
sh x, il n’y a pas d’extrémales admissibles et Shin = —®, Smax — F2. 
5.55. sin 2t € abs max, Smin — —0c. 5.56. 0 Ton = x = (Ë/sin T; — 
— 2 cos To) sin { + sin 2t € abs min; rest un point conjugué = pour To > nr, 
la condition nécessaire de Jacobi n’est pas remplie — les extrémales admis- 


sibles é loc extr, Sin = —; T9 = nr —= pour ë = 0, x = sin 2 + Csinte 
E abs min YCER, pour £ 0, il n’y a pas d’extrémales admissibles et 
Smin — —®%, Smax — Too. 5.57. {cost E abs max, Smin — —c. 5.58. 


min = —%; Smax — +; est un point conjugué — la condition nécessaire 
de Jacobi n’est pas remplie — l’extrémale admissible # cos t é loc extr. 
5.59. + sin & — (x/2) sin t E abs min, Sax = —+oo. 5.60. t sin t € abs min, 
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Smax — +oæ. 5.61. x est un point conjugué — la condition nécessaire de- 
Jacobi n’est pas remplie — l’extrémale admissible t sin & & loc extr, Snin — 
=— 00, Smax = How. 5.62. 0 Ts Ln = (Ë/sin T, — To) sint +isint € 
€ abs min; nest un point conjugué — pour 7, > x, la condition nécessaire de- 
Jacobi n’est pas remplie — les extrémales admissibles n’appartiennent pas- 
à loc extr, Smin — —%; To = nr — pour Ë = 0 (4 + C) sin t E abs min YCE 
ER, Smin = —%; pour Ë 5 0, Sinin — —0c0, Smax — —+oo.5.63. et € abs min, 
Smax — oo. 5.64. te2-t € abs max, Synin — —00. 5.65. t£et 107, € abs min. 
Smax = +0. 5.66. Sin — —1; Smax = +1, x = nt/2 E abs max. 5.67. 
Sin = —1 Smax — +1, x = nt E abs min. 5.68. Sin — —To, Smax — 
= +To; 2kn L'ÉT, Ln+2kn, k = 0,1,...— x — Et/T, € loc max. 
—ñn + 2kn << E/T, << 2kn, k = 1, 2, ... — x Eloc min; la condition né- 
cessaire de Weierstrass n’est pas remplie — dans les deux cas, x est extrémun 


local non fort; To = kn, k = 1, 2, ... — une étude complémentaire est 
nécessaire. 5.69. Sin — —7To; Smax = +To; T2 + 2kn << ET, << 85/2 + 
+ 2kn, k—=0,1,... — x = Et/To Elocmin;, —n/2 + 2kn < ET, 
<< n/2 + 2kn, k—0,1Â,...:> x Eloc max; la condition nécessaire de: 


Weierstrass n’est pas remplie — dans les deux cas, x est un extrémum local 
non fort; 7, = 1/2 + kn, k = 0, 1, ... — une étude complémentaire est 


nécessaire. 5.70. Smin = —03 Smax = +oi To > —E/2 = x = ET € 
€ loc min; T, << —E/2 = £ € loc max; la condition nécessaire de Weierstrass- 
n’est pas remplie — dans les deux cas, x est un extrémum local non fort ; To — 
— —Ë/2 — une étude complémentaire est nécessaire. 5.71. Smin — —©%:. 
Smax = +o, É>ATS/45 = x, = 4 (8 + C)9/4 — CS/4)/5 Elocmin, E < 
< —aTS 4/5 — Lo = 4 (CG + C)°/4)/5 € loc max, où C est définie de- 
l'équation 4 ((To +C)°/* —C$/#)/5 = | E |. La condition nécessaire de Weier-- 
strass n’est pas remplie, car, dans les deux cas, x est un extrémum local non. 


fort. Pour | E | < 4TS 4/5, il n'y a pas d’extrémales admissibles. 


5.72. Solution. 1. D’après le théorème de Bogolioubov, la valeur nu- 
mérique du problème se confond avec la valeur numérique du problème le plus- 
simple doté des mêmes conditions aux limites et du même intégrant 


la AR 0, ; < 1, 
T (x) | Le | — 
(x? —1)?, | & | > 1. 


2. La condition nécessaire pour l’intégrant L (équation d’Euler) inclut. 


l'intégrale x = const. 
3. Solution générale de l’équation d’Euler: x = Cit + Ca. 
4. La seule extrémale admissible x — Ët fournit un minimum absolu du- 
nouveau problème (la vérification directe est possible), 
0 LE) SA 
S _$ 3 È , 
TUE). alt. 


Dans le problème initial, l’extrémale £t fournit un maximum local pour | ËÊ| 
<< 1/V 3 et un minimum local | E | > 1/V 35 pour | E | 1, cette extrémale- 
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ne donne pas de minimum fort, car la condition de Weierstrass n’est pas remplie. 


5.73. L'extrémale x = 0 satisfait aux conditions aux limites. Mais elle ne 
constitue pas la solution du problème: d’après le théorème de Bogolioubov, 


Smin — —%, Smax — +oæo.5.74. L'’extrémale x = 0 satisfait aux conditions 
aux limites. Sur cette extrémale, sont remplies les conditions suffisantes pour 
un minimum faible, car le champ x (t, À) = À entoure l’extrémale et la con- 


dition de Legendre est remplie: L,. (t) == 2 > 0. La condition nécessaire de 
XX 


Weierstrass est également remplie, car la fonction x? + 2tx' est convexe. Toute- 
fois, il n’y a pas de minimum fort. Il suffit de prendre la ligne polygonale 
z(t; k, h) = ktlh pour 0 Lt<h, et k (4 — #)/(1 — h) pour k Lt L'AÀ et 
pour tout 4 >= 0 choisir h = 0 de façon que J (x (+, k, h)) 0. 5.75. V 1 — &c 
€ abs min, Smax — oo. 5.76. V2 — 1? € abs min, Smax — oo. 5.77. L'ex- 
trémale admissible est constituée par l'arc de cercle centré sur l’axe des t et 
passant par les points (t,, xo) et (41, x); elle fournit un minimum absolu, 
Smax = +x. Indication. Dans les problèmes 5.75 à 5.77, l’extrémale 
admissible peut être incluse dans le champ d’extrémales recouvrant la demi- 
bande t, <t <t1, x > 0; l’intégrant est régulier. D’après la formule fonda- 
mentale de Weierstrass, on trouve que l’extrémale admissible fournit un mi- 
nimum absolu. 
5.78. Les extrémales du problème sont représentées par les chaînettes 
æ = Cch(t + D)/C. La constante D est nulle, alors que la constante C doit 
être déterminée de l’équation C ch T/C = Ë. Si maintenant on détermine «& 
‘en partant du système d'équations t = coth t, « = sh tv, alors, pour | £/T, | > 
> «, on a deux extrémales admissibles; pour | £/T, | — «&, on a une extrémale 
admissible; pour | £/T, |  &, il n’y a pas d’extrémales admissibles. L'étude 
détaillée de ce problème est représentée dans [13]. 5.79. Sous forme paramétri- 
2 
que, l’extrémale va s’écrire comme suit: = (1 — cos T), = (T — 
— sin T) + c. Les constantes a et c sont déterminées de façon univoque en par- 
tant des conditions initiales. L’extrémale admissible peut être incluse dans 
le champ d’extrémales recouvrant la bande #4 <t <t1, x > 0; l’intégrant 
est quasi régulier. Par la formule fondamentale de Weierstrass, on trouve que 
l’extrémale admissible fournit un minimum absolu, S,,,x — +. 5.80. Les 
‘extrémales qui satisfont à la condition initiale x (0) — O0 sont de la forme 
1 + a? 
x (t, @) — at + 2h 
la forme x — —h + t?/(4h) (en balistique, cette courbe est nommée courbe de 
sécurité). Si le point (Ts, Ë) se trouve en dehors de la courbe de sécurité, il n’y 
a pas d’extrémale admissible; si ce point se situe sur la courbe de sécurité, il 
n’y a qu’une seule extrémale admissible ; au-dessous de la courbe de sécurité, 
il y a deux extrémales admissibles. Dans ce cas, l’extrémale supérieure (plon- 
geante) coupe l'enveloppe, c’est-à-dire qu'elle présente un point conjugué inté- 
rieur (0, T5), et ne donne pas d’extrémum fort. L’extrémale inférieure fournit 
un minimum fort. La question concernant le minimum absolu nécessite une 





t?. L'équation de l'enveloppe de cette famille est de 


étude complémentaire. 5.81. x — (x, 24) — (sht, —sh t) € abs min, Suax — 
= oo, 5.82. x— (2, 2) = (sht,sht, Sun —c (tn (t) = x (t) + 
+ (sin ant, —sin nnt)), Smax = +o (an (t) = x(t) + (sin ani, sin nnt)). 
8.83. x (mn, m)= (et, et,  Sam——co (ent) = + (t) + (sin ant, 
—sin Hnt)), Simax —= +0  (zn (t) — : (t) + (sin rnt, sin nnt)). 5.84. x — 
(ni, m)=(sint, —sint), Sum —0o (en (t) = 2 (t) + (sin 2nt, —sin 2nt)), 
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Smax = +o (tn()=æ(t)+(sin2nt, sin 2nt). 5.85. x — (rm, 2) — 


= (#4, #3), Smin — —© (tn (t) = x (t) + (sin nant, —sin nnt)), Snax = +00 
(Zn (t) — (t) + (sin nnt, sin nnt)). 5.86. 2. à Ts) — ({ + cos t, —cosi, 
cost — +), Smin— —0 (ën (f) = x (#) + (0, —n sin 2, 0)), Smax = 00 
En (®) = (#+ (0, msin2%, 0). 5.87. z—16Eabs min, Smax — +00. 
5.88. Le siens GE teee Ct € abs min VCER. 


€ abs min, Su + oo. 5.90. 1 = _ 42, zx = +ä4t SCobe min, di — + 00. 


5.91. Sinin — —©, Smax — +, x=0 é loc extr. 5.92. (4? — 1)/4 € abs min, 
Smax — +. 
5.93. Solution. 1. Fonction de Lagrange: 
To 
_. | ko (22) di A (0). 
0 


2. Conditions nécessaires: a) es d’'Euler : 2h07 + do — 0; b) trans- 


versalité : —_ 2h (0) = À, hot (To) = —= 

8. À = 0H À = 0 etiln’ y à pas d ‘extrémales Posons À = 1. 
Solution générale de l'équation d'Euler: x — —#?/4 + Cjt+ C,. La ie 
extrémale admissible: x — t (27, — t)/4. 

4. Une vérification directe nous confirme que x € abs max. En effet, si 
h (+) E CT (0, Tol), hk (0) = 0, alors 


To To . To 
COLA IG CNE Î h dt — | 2rh dt — | h? dt — 
0 0 0 
To .. : To To 
_ (2 +1) h dt —2xh | — \ h? di= — | h? dt < 0. 
0 0 0 
Il est évident que Synin — —co. 
5.94. Sinin = —® (tn (t) = 1—$t, Tn = n), Smax — +. Extrémale 
admissible : x — #2/4 — & + 4 (T = 2) é loc extr. 5.95. Sinin — —00 (ïn (t)= 


= (2 — n)/4+n, Tn = n), Smax = +o. Extrémale admissible : x —1?/4 — 
— 8 ie — 8) & loc extr. 


5.96. Sin — —— CO 


— À, 0<i<, 
m0 —1, 1<it<Ln—1, Th=n, } 
nr 


EH (G—n+1)—1, n—1<i 


Extrémale admissible: x—#?/4 (T=2 VE, E—0)éloc extr, Smax — + ©. 


5.97. Sinin — —00 (En (#) = (E2 — nt)/4 + t, Tn = n), Smax — +. Extré- 
male admissible: x — #2/4 — (1 + V5): (T = — 8 + 4 y 5) é loc extr. 
5.98. Smin — —® (tn (0) — = —t, Tn = n), Smax — +. Extrémale admis- 


sible: x — #%/4 — V 21 (7 — 2 V2) loc extr. 5.99. cos t+sin # € abs min, 
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Smax — +. 9.100. OPEL To <w2=z:=0E€absmin, T = 


— 1/2 = À sin t E abs min YA € Smin = 0, To > T2 Sin = —0. 
5.101. (t — x/4 — 1) sin t € abs min, Sax = oo. 5.102. (5 — n/4 + 1) X 
X cos t E abs max, Spin — —c. 5.103. 29 € abs min, Sax — + 


5.104. t ch t — sh t (sh 1+ch D/ch 1 € abs min, Sax — +00. 5.105. à sh t — 
— th1chteEabs min, Sas co, 
5.106. Solution. f. Fonction de Lagrange: 


1 
L= | ho (22-22) dt — he? (1) N (x (0) —1). 
0 
2. Conditions nécessaires: a) équation d’Euler: À (x — x) = 0; b) trans- 
versalité: 20% (0) =2 hoz (1) = dot (). 
3. 9 = a — 0 et il n’y a pas d’extrémales admissibles. Posons 
Ào — 1. Solution générale de l'équation d'Euler: x = Cisht+ C,;cht. La 
seule extrémale admissible: x — = ch t + shit = et. 


4. Nous allons montrer que x x € abs min. En effet, pour une fonctionnelle 
quadratique, il est aisé de vérifier que 


TeC)+e(D=T GO)+T EC) Ve()ECt (10, 1), z(0)—0. 
La formule de Weierstrass mène à l'identité 
1 
| (x? z?) dt= 
0 


1 


= | (&—xctht}? dt-Lcthir2(4) Vz(.)EC2([0, 1), x(0)—0, 
0 
d'où AAC O Yz(-) ECT([0, 1), x (0) — 0; done J (x ()+z()< 


< J @ )). Il est évident que Sax = +00 
9.107. Il n’y a pas d’ extrémales admissibles. Smin — = À (xn = sht/sh 7, 


Tn= 1), Smax — oo. 5.108. x —2sh7 ch #, T est la seule solution de 
l'équation sh 27 + T = 1. 5.109. x=—2chT sh t, T est la seule solution 
de l'équation sh 27 = T +1. 5.110. x = #V2, T = 216, SA. x = 
= V2 (1), 5.112. z = V2 —(G— 1), T—2. 5.113. Les extrémales 
du problème sont représentées par les chaînettes de la forme C ch J- Admettons 


que a est déterminé des équations & = sh t, t — coth T. Alors, si | E| «To 
il n'y a pas d’extrémale; si | £| = aTo—=, il 2 ya qu’ une seule extrémale ; si 


COS Cost 
[El aTo—, il y a deux extrémales. 5.114. (à - (a et | 
9.115. x — (x1, x2) = (cost … tg {sint, cost +tgisint). 5.116. S = 
1 [0S\2. os : 08 1, 
+5 (5) =0 sur SH ((É)-e)=o sus. His 
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ds \2, ,\. 28 \2, 2512 » 0S . 68 
x (| =.) Le )=0. 5.119. ( 2 | +5) =P, 5420, + LE x 


x In D Indication. Dans les problèmes 5.121 à 5.125, la 


solution de l'équation de Hamilton-Jacobi doit être cherchée sous la forme 
g (f(x). 5.421. Ci+Cot. 5.122. CishitC,cht. 5.123. CisintLC, cost. 
5.124. i= V C?— (x —Ci)?. 


X 
5.125. t—@ \ a 
J VEP— 0 


X 
5.126. Solution. L’équation de Hamilton-Jacobi se présente comme 


suit : 
OS V2 jose 
(Gr) +5) =8+e 
On cherche sa solution sous la forme 


1 | | 
S 0 (42 sin & —2tx cos «a — x? sin &). 


D'après le théorème de Jacobi, l'intégrale générale de l'équation d’Euler est 
de la forme 
as 1 
Go — 2h: 
d'où l’on obtient 
t? cos à + 2 tx sin &« — x? cos « = À. 

6.1. 3? — 4t + 1 Eabs min, Sax — oo. 6.2. 36? HE 26 + 1 E abs min, 
max = oo. 6.3. (51% — 31)/2 E abs min, Smay — +oo. 6.4. 5% + 3 —4€ 
abs min, Sinax — oo. 6.5. 601 — 96€? + 364 E abs min, Smax — +. 
6. —101% — 125? + 6 + 2 E abs min, Smax — +oæ. 6.7. cos t € abs min, 
ax = oo. 6.8. (t — 2 sin t)/x Eabs min, Sax — +ow. 6.9. t+sinte 
bs max, { — sin t E abs min. 6.10. 2 sin & + cos t + 1 € abs min, Smax — 
H oo. 6.11. 2el-t + 1 — 5 E abs min, Sinax — +oo. 6.12. 2 (1 — et)/(e2 — 
ke + 3) + (e — 1) t/(e — 3) Eabs min, Sax — +. 

6.13. Solution. 1. Lagrangien: L = À9 (x? + x?) + Axet. 
2. Equation d’Euler: 29 (—x + x) + Aet = 0. 


M La SN Ca 


| | 


2. 
3. À = 0=BÀ = 0 et tous les multiplicateurs de Lagrange s’annulent. 
2. .e 
On suppose À — 1/2= x — x — et. Solution générale: x = Cet + Cet + 


+ Catet. La seule extrémale admissible: x = tet. 
4. Par une vérification directe, on peut s'assurer que tet € abs min, Smax = 


CO. 

6.14. te-t € abs min, Snax — +00. 

6.15. Solution. 1. Lagrangien: L — Àpt?x? + Aix. 
2. Equation d’Euler: + (2hot?x) + À = 0. 


2 
3. À — 0— À = 0 et tous les multiplicateurs de Lagrange s’annulent. 
Ds 2 ) 
On suppose À = 1/2 t?x = 42/2 + C= x = A2 + C/t?. Solution géné- 
rale: x = Cit+ Cilt + Cà La seule extrémale admissible: x = t. 
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4. Par une vérification directe, on peut s’assurer que t € abs min, Say — 


— co. 

6.16. 4/1? € abs min, Sax = oo. 

6.17. Solution. 1. Lagrangien: L = px? + Àx?. 

2. Equation d’'Euler: À,yx — Àr = O. 

2. 
3. Ào — 0— À = 0 et tous les multiplicateurs de Lagrange s’annulent. 
Den Es 

On suppose À, == 1— x — Àx. Solution générale: à) À>0= x — Cat 
LC VAT, D) 1= 0x — Cit+ Ci; co) À KO x = Cysin V—RI+ 
LC, cos V —At. Pour les cas a) et b), il n’y a pas d'extrémales admissibles. 


Dans le cas c), il y a une infinité d’extrémales admissibles x — J 2 sin knt, 
k = +1, +2, ,. 


4. La fonction x = + V2 sin st fournit un minimum absolu, ce qui 
résulte de l'identité 


1 

| (x? — n2r?) dt= | on ctg nix)? dt 
0 0 

Vz()ECT([O, 11), x(0)=zx(1)—0, 


qui est un corollaire de la formule fondamentale de Weierstrass. Une vérifica- 
tion directe confirme la validité de cette identité. Siin = n°, Smax = +c. 


6.18. —+ tsint+Csint VCER. 6.19. À scos 1. 





6.20. Solution. 1. Lagrangien: L — dx + AV + x. 


2. Equation d'Euler: — SE + À = 0. 


Vie 
3. l — 0— ou À = 0 et alors tous les multiplicateurs de Lagrange 
s’annulent, ou bien x—const. Dans ce cas, il résulte des conditions aux extré- 
mités et de la condition isopérimétrique que zx =0, 1 = 275. lo = 1 


=> a t+ Ci x = : Solution générale : 
Vin + VA=E+ CD) 


+ GX + (x + C3)? = À?. Des conditions aux extrémités il découle que 








4. Pour 275 << 1 < nTo, il y a une seule extrémale (au signe près) qui 
est constituée par un arc de longueur ! de la circonférence passant par les points 
(+ To, 0) et dont le centre se situe sur l’axe des x. Pour 1 <2T,etl > nTe, 
il n'y a pas d'extrémales. 


6.21. IL 2T, il n’y a pas d'extrémales, ! — 27, — Li 0,1> 2T:> 


 . t To 


ment de l'équation 2C sh 22 — }, 6.22. % — — GE? + 6t, x,—3t?—2t est 


| , où le coefficient C > 0 est déterminé univoque- 


A 


une extrémale admissible, Soin — —©%, Smax — oo. 6.28. % = 0, x — 


— 59/2 — 31/2 est une extrémale admissible, Sinin — —©, Smax — +. 


6.24, 21 (xl, 21) = (342 — D, BE? — Gt), 2? — (22, 22) = (32 4t, — 3) 
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est une extrémale admissible, Se = —, Smax — +oco. 6.25. xl — 
= (xt, xd) = (86 — 18, 3 — 1), x? — (x9, à9) = (8 + t, —@ + t) est une extré- 
male admissible, Sinin — —®, Smax — 


©. 

7.1. 32 — 21% € abs min, Smax — +oo. 7.2. t (t — 1)? € abs min, Say — 
= oo. 7.3. 14 — At + Gi? — 4i + 1 € abs min, Sax = +oo. 7.4, HE 
€ abs max, Sinin — —0co. 7.5. #2 (45 — 25 + 1)/10 € abs max, Spin — —c0. 
7.6. (15 + 385 — 212)/10 € abs min, Sax = oo. 7.7. sh t € abs min, Suaz = 
= oo. 7.8, cht — cos t € abs min, Smax — +00. 


7.9. Solution. 1. L— x? — x?. 
2. Condition nécessaire: équation d'Euler-Poisson x — x — 0. 


3. Solution générale de l'équation d’Euler-Poisson: x = C, sin t + 
+ C, cost + Casht + C,;cht. Si ch 7, cos Ts 1, alors la seule extrémale 


admissible est x = 0. Si ch To cos To = 1, alors x = C ((sh To — sin To) X 
X (ché — cos t) — (ch To — cos Ts) (sh t — sin t)). 
4. Appliquons les conditions suffisantes d’extrémum. La condition de 


Legendre est remplie (Li .… ()=2>0); de plus, l’intégrant est régulier. Véri- 
X 


X 
fions la réalisabilité de la condition de Jacobi. Dans ce problème, l’équation de 
Jacobi coïncide avec l'équation d’Euler-Poisson. Posons 


h, = chi — cost, h, = sht — sint, 

— la la ins 2: 
d hd 7 Lshétsint ché—cost |? 
Alors Æ (0) =—0, i o= |? x 
conjugués sont déterminés par les relations 


det H(t)j=0<=> (ch t — cos ft}? — (sh? 5 — sin? t) — 0<> cos t ch ti = 1. 


est une matrice non dégénérée. Les points 


Point situé le plus près du zéro: t, € (31/2, 2n). 
Réponse. To<ti—= x =0Eabs min, Snin—=0; To>t = 


> Smin — ©; Smax — + 00. 
7.10. sh t — sin t € abs min, Synax — +oo. 
7.141. Cishtsint + C, (ch t sin t — sh t cos t) € abs min, 


__ 26 sh Ti sin To — V 2£; (ch To sin To—shT,cosT,) 
= sh?T,—sin?7T, | 
_&shTosin Ts —Ë(ch7, sin T,+sh 7, cos To). 

= sh?T,—sin?T, 


Ci 
Co 


Smax — +00. , : | 
7.12. —cht cos t € abs min, Smax — +oo. 7.13. —sin t sh t € abs min, 

Smax = +o. 7.14. t + cos t E abs min, Sinax = +00. 7.15. (1 — cos t)/2€ 

E abs min, Sax — —+oo. 7.16. ché E abs min, Sax — oo. 7.17. sht€ 


€ abs min, Smax — Low. 7.18. x (t) = 0 € abs min, Smax = oo. 7.19. tet € 
€ abs min, Sinax — +00. 7.20. et € abs min, S,n,4x — oo. 7.21. t? € abs min, 


Smax = +0. 7.22. In (t + 1) € abs min, Sax — +. 7.23. t In t € abs min, 
Smax — +ow. 7.24, 1/(t + 1) E abs min, Smax — —+oo. 7.25. 13 € abs min, 
Smax = +. 7.26. it € abs min, Sn, — oc. 7.27. sh t E abs min, Sh,x — 


= Lo. 7.28. 1 — cos t. 7.29, t — sin t. 7.30. sh t — sin t. 


272 RÉPONSES, INDICATIONS ET SOLUTIONS 


8.1. (&, u)=(cht+ Csht, 0O)Eabsmin VCER, Sinax = +. 
8.2. (x, u) = (cht, 0) € abs min, Sinax = oo. 8.3. (x, u) — (tcht, 2shf) € 
€ abs min, Smax — — oo. 8.4. (x, u) = — (tsht, 2cht) E abs min, Sax = 
= oo. 8.5. (x, u) = (sin {t + C'cost, 0) € abs min VCER, Smax — +. 
‘8.6. (x, u) — (sin t, 0) € abs min, Smax : — oo. 8.7. @, u) = — (t cos t, 
—2sint)Eabs min, Snax —+oo. 8.8. u=((1-+) sin t, 2 cost) € 


<abs min,  Smax = +. 8.9. (x, u) = (Csint, 0)Eabs min VCER, 
Sie +00. _8. 10. x. u) = (sin t, 0) € abs min, Sax = +00. 


_{ —2(t+2)ccst 4sin t EL 

8.11. Ge VE (EE , raraee ) € abs min, Smax—= + 0. 
FUME (2in—+4n) cost+(4t—2n)sint Scost—-4nsint 

Bu. Ge, 2) nr) 


€ abs min, Smax= + co. 
813. (x, w)=(Ccht, O)Eabsmin VCER, Smax— too. 


8.14. (x, u)=(ch t, G)Eabsmin, Sinax = + 0. 
à 2) = (PERL OR EEE rSR PB eh D) she 





8.15. (x, u 


sh 2+ sh? 1 —3 | 
6shisht+2(shî—chi)cht | 
eg) Eabs min Smax— +. 
EE 4+2t)sint 4cost | 
8.16. (x, u)= (EDR ; Te) Eabs min, S'max= + ©. 


V 2ch V 2t+sh V 2t sh y 21 ) 
V2chy 2+shy 2  V2chy 2+sh y 2 
Eabsmin, Sax = +00. 
8.18. (x, = (VS ED +sh (0 Et 2e. | 
V2ch1—sh1 2ch1—y 2sh1 
Eabsmin, Smax— +oo. 
8.19. (x, u) E abs min, où # — (Cit+ C,)cht + (Cat + Cisht, u— 


—zx+Y 2x, les constantes inconnues C1, Cas C3, Ca sont déterminées en 


8.17. (x, u)= | 


partant des conditions x (0) = 1, u (0) = u (1) — u (1) — 0; Smax = oo. 
8.20. (x, u) E abs min, où &— (Cit+ C,)cht+ (Cat + Ca)sht, ù = x — 
— V2 x, les constantes inconnues C1, + C3, C, sont déterminées en partant 
‘des conditions “ (0)=1, u (0) = (1) = u u (1)=0; Sas +006 8,21: Si 0; 
(x, u)= (cos t—cotg T sin t, 0) € abs min VT kn, k=1, ...; Smax = +. 
‘8.22. (a (= ( ris) sin £, 70051). 

8.23. Solution. 1. En passant aux coordonnées polaires, onax— 
= Tr Sin p, y — r-c08 p. Alors, x = r sin @ <k ro cos P, = — r COS p — ro sin @ 
æ@t, par suite, xy — yx = = 2 = 1, x? + 2 = 7 +- rq2 = = 72 + D. De cette 
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facon, on obtient le problème standard de Lagrange 


1 
\utdtextr; 
0 
= 7 ru, r(0)=r({)=1, p(O)-0, p()=t. 


Fonction de Lagrange: 





1 
L— - | Chou? + 7, (o— F2 r )+ pe Gr u)) t+ 
Û 
+ hr (0) + her (1) + Aa (0) + Aa (1). 
2. Conditions nécessaires : 
a) système d’équation d’Euler: 


d _d 


pi=0; 

b) transversalité par rapport à r et : 

P1(0)=Às, pi(l)=—y pa(0)=, pe(D=—h; 

c) stationnarité par rapport à u: 21çu — pa = 0. 

3. Si À = 0, il résulte du n° 2 que tous les “multiplicateurs de Lagrange 
s'annulent. Posons ho — — 1/2. De la condition de stationnarité par rapport à u 
et des équations d'Euler, on obtient l'équation différentielle suivante : 
r—Ch8=0= 7 r—Crh8=0— r2+ Clrè=C'. D'autre part, rr—Clrè=0, d'où 
l’on a (r2/2)*=r2rr=C! , donc, r?—= Cit*+ C,t+C;. D'après les conditions 

° 1 


initiales, on trouve r?— À un t+ 1. Pour cette raison, SET EPA er] TESTÉ 


—1{, on a A—0, donc, r (= 1, 


Etant donné que (1 nid. dr Z — t) 
0 


p(t)=t. | | 
Réponse. La seule extrémale admissible: x = sint, y = cost. 


9,1. 12€ loc min, —#?2 € loc max, Sinin — —c, — oo, 
9.2. La valeur numérique Sin — — 1/12 est atteinte . r la suite de fonctions 


To + Ent, OL Tin: 
(t)—=4 —4/2, Tin Lt Ton) 
\ Ti + Sont, Ton LKtKA, 


où 8; = 1 ou €; == —1 en fonction de x, et x., alors que T;, sont les abscisses 
des points d’intersection des droites x, + rint et —t/2. 9.8. 4/ a?—-1? € loc min, 
—V'a2—@ € loc max, Sinin = —©%, Smax — Ho. 9.4. —7Y/2at E loc min, 
V 2at € loc max, Sin = —@, Smax = +o. Remarque. Dans les pro- 
blèmes 9.1 à 9.4, il s’agit des minimums et maximums locaux (loc min et loc 
max) dans l'espace C. 9.5. Sinin — 0 est atteinte sur la suite zx, (t) — 








18—0643 
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—{ nt, 0Lt<A/n, 
T1, 1n<t<1. 
à celle construite dans 9.5. 

9.7. Solution. Formalisons le problème en le considérant comme un 


problème de Liapounov: 


9.6. Smin = 0 est atteinte sur une suite semblable 


1 1 
À V'iLh V {Lui dt—inf: Qudr=s. 
0 0 


Fonction de Lagrange: 
1 


£ | (ho VER VTT ui — Au) dt. 
0 


2. Condition nécessaire : 
de de EN dE AE D 0. 
172 


3. Si À — 0, il résulte du n° 2 que À—0, ce qui est une contradiction. 
Posons 9 — 1. Résolvons ensuite le problème 


V'ith Vi+u?—hu—inf. 
Ce problème admet une solution si | A|<VhR et, de plus, u (t) = 
NV ITR. Si À=Vh, on aboutit à l'inégalité 
VER VTT Vhu>(+h Vi VhV ht. (1) 
Supposons maintenant que x (+) est une fonction admissible quelconque pour 
E—2Vh, u — zx. En intégrant (1), on obtient l'inégalité 
T(C)h>VRE-2Vh)+J(2Vhi). (2) 
4. Pour |EÉ| L2V/h, on a la solution 
t 


Fo=4 | 


dt 
Vith=Rù 


où À est choisi de facon que la condition 
x (1)=E=2A(VI+R NV k— 0) 


soit satisfaite (dans ce cas, [WA | < V'h). Mais si |[É| > 2h la valeur du 
problème est atteinte, comme on le voit immédiatement de la relation (2), sur 


la suite 
nt, OLiLTr, 


Zn (t)= > = 
n (9) { E—2Vh+2Vht, Tn <i<i, 
où T, est le point d’intersection de la droite x — ht avec'la courbe x = Ë — 


2 y h+2 V'ht. On peut donc dire que, pour | Ë| > 2 Wk. on a la solution 
généralisée 


z(D=E—2VR+2V ht 
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9.8. Solution. 1. Formalisons le problème comme un problème de 
Liapounov : 


O Ste 


1 
u?/2 dt — inf ; [ 6. uvre = 
0 


t 
(oara=s+u, xiO=0— rt) —= | el-Tu(r) dr) . 
0 


2. Condition nécessaire : 
inf (Aou?/2— he-tu) = hou? (t)/2—he-tu (+). 


3. Si Ào = 0, il résulte du n° 2 que À —0, ce qui est une contradiction. On 
pose À = 1. Alors 


u (+) — hert, 


ô 
sh 41 





eu (t) dr =Ele = À = 


Or, 


4. Etant donné que, pour À 0, la condition nécessaire est en même temps 





e. A ee 1 e. 
suffisante, w (ft) hi € abs min. 


9.9. Smin = 66 — 66162 + 265. .. : . | 
9,10. Solution. Le problème se réduit au problème de'Liapounov sui- 
vant : 


1 
ol | 
TOR, 0 + inf; 


en, 


PARTS 


ss 


Ü LE 
Désignons par S (£) la valeur numérique de ce problème. Il est évident que S 
est définie et finie sur la droite toute entière. En appliquant la méthode de dua- 
lité, on obtient 


S* (n) == sup (En—$ (E)— 


(=) 


1 


» l 
a: (en int {| PI à | udt=&}) = 


1 1 
1% qu |P A ET 
— Sup (un——5—) dt — | Sup (un 5) dt=— 
"2-20 0 
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d’où 
0, a >f—1, 
5 = sup En" tnf B—1—«œ \8-1 EP 
n er) TE a <f—1. 
B—-1-ax 
Dans le dernier cas, la solution du problème sera x(#)—#t P-! 
0, plé L: ([0, 11), 
1 
9.11. Smin = Cecupr —1 
me) LE lortua), 94162: (0 1). 
0 


9.12. Indication. En formalisant le problème comme on le voit 
ci-dessous 


1 
| Var + inf: y (0 =U0=ÿ (00, y (1)—E 
0 


(v@= | za), 


D, ch 


on le réduit à 9.9. Sin — 662. 
9.13. Indication. La seule formalisation possible pour le problème 
envisagé est la suivante: 


1 1 
| 1x? dt — inf: | zdt=0, x (0)=x(1)=0, x>0. 
0 0 





On voit sans difficulté que si la solution u (-) du problème de Liapounov ci- 
dessous 


1 


1 
V'i-Eu? dt inf: | Hu di= 0, D A—nu ao 
0 0 





Om 


t 
est telle que x (#) — | u (t) dt > 0 Vt, alors x(-) sera la solution du pro- 
0 


blème de Didon, car 
Î 


1 Î 
fe " 
HV, LUS } idi=0 | (1—#) u dt =50, | u dt=0, x (0) —=x(1) =0. 
0 0 0 
Les raisonnements qui suivent sont analogues à ceux exposés pour la résolution 
du problème 9.7. 

Réponse. Pour o < x/2, la solution est fournie par une circonférence 
dont le centre se situe sur la droite & — 1/2; pour © > x/2, la solution « géné- 
ralisée » est constituée par la demi-circonférence (4 — 4/2}? + x? = 1/4, x > 0, 
« soulevée » de (o — x/2)/2. 

9.14. Solution. Nous allons montrer la validité de cette inégalité 
pour R, (pour R, les raisonnements sont tout à fait analogues). 
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4. Considérons le problème de Liapounov 
| dt inf; | 
R+ R+ R+ 

(@a>0, b>0). 


x? dt— a?, | t2x? dt = b? 


Là 


Fonction de Lagrange : 


P— (— hot + Ar? + Aot?x?) dt. 
R+ 
2. Condition nécessaire d’extrémum : 


A 


2 € abs min —— hoz (#)+ Ma? (8) Motte (t) = min (— Apr ua? + tr). (4) 
x 


3. À = 0 = zx = 0 est une contradiction. Posons ko = 1. De (1), on obtient 
alors 
a 2 a3/2h3/2 
: OT bat € abs min 


(en vertu de la suffisance de (1) pour À 0) et, par ailleurs, | x (t) dt= 


— (rab)l/?, d'où 


A = 2e ue f 1/4 1/4 
\ rat < | zdt= Va Va=va( | r° dt) ( | 2%? at) : 


R+ R+ R+ R+ 


ce qu'il fallait démontrer. 
9.15. Indication. Il faut considérer le problème de Liapounov 


1 
u? dt + inf; | (ten) ln) dr En LL, 2:47 
0 


Om 


montrer qu'il admet une solution (cela est évident en vertu de la faible demi- 
continuité inférieure de la norme et de la faible compacité des boules dans 
L, ([0, 11)) et appliquer la condition nécessaire dans le problème de Liapounov. 

Réponse. La solution est constituée par un spline d’interpolation avec 


la condition x (0) = x (0) = 0, c'est-à-dire une fonction appartenant à C? qui 
est un polynôme de troisième degré dans les intervalles (t,, tx ,1) et qui assure 
l’interpolation des valeurs données. 

9.16. Solution. 1. Considérons le problème de Liapounov 


| p (&)1n p (2) dr + inf: À aip (0) dr = où i = 0, 1,2 
R R 
(to = 1, a —0, 3 —06?, p > 0). 


Fonction de Lagrange: 


LS | (op In p + ip + Àxp + Asx?p) dr. 
R 
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2. Condition nécessaire : 


p (-) € abs min — min (A,p In p + Ap + Aoxp + Asx?p) — 
PZ0 


= hop (x) In p (@) + lp (x) + stp (x) + hsr?p (x). 
3.  =0—=À; =, i= 14,2, 2, ce qui est une contradiction. Posons 


lo = 1 = (plnp + lp + lotp + hst?p)  — Us 
P=p(x) 


—> p (x) = exp (a + bx + cx*), 
de plus « << 0 (autrement, n dx = oo), Finalement, on obtient 
R 
p G) — (1/2n0)1/? exp (—zx?/(20)) 


densité de Gauss). 
4. D'après la suffisance des conditions nécessaires dans le problème de 


Liapounov pour À 0, p (+) € abs min. 


—t, |[t|<x/2, É abs min, Fée max. 
t—ñ, n/2<1<T, 
+. ERA, 
t—nm/2, t>n/4, 


( — fr LiL—N/2, 
10.2. r= { ze abs min, ae abs max. 


10.3. Solution. 4. Formalisation: 
To 


|: u | dt — inf; z = u, u > A, x(0)=0, x(To) = 6 (4 <O). 
o 


Fonction de Lagrange: 


To 
: 
L.| olul+ p(x—u)) dt + x (0) + À (x (To) — À). 
0 
2. Conditions nécessaires : a) équation d'Euler: p = 0 p = po = const; 
b) transversalité par rapport à x: p (0) — À, p (To) — —À; c) optimalité par 
rapport à u: min (lu! — pu) = ol u | — pu. 


UZA 
3. Si À = 0, alors p, 0 (autrement, tous les multiplicateurs de Lagrange 
s’annulent). Soit po >> 0; alors min (—pou) — — et la condition d’optima- 


u>A 

lité par rapport à u est irréalisable. Mais si po 0, il résulte de c) que u = À, 
c'est-à-dire x — At, ce qui signifie qu’une extrémale admissible n’est possible 
que si 6 — AT. Pour 6 << AT, il n'y a aucune fonction admissible. Pour 
6> ATo, dans le cas où À) = 0, il n’y a pas d’extrémales admissibles non plus. 

Posons Àÿ — 1. Dans ce cas, de la condition d’optimalité par rapport à u, 
on à ce qui suit: si po >> À, la condition c) est irréalisable; si p, = 1, on peut 
prendre en qualité de u (+) n'importe quelle fonction non négative; si —1 


A 


<< po LÀ, alors u = 0; si po — —1, alors u (°) peut être n'importe quelle 
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fonction qui vérifie l'inégalité À < ’ (t) L O0; enfin, pour po  —À, es 
Ainsi, pour E<< AT, il n'y a pas de fonctions admissibles; pour & — AT, 
il n'y a qu'une seule fonction admissible qui est l’extrémale x (t) — At; pour 


AT < E 0, l’extrémale admissible est représentée par toute fonction admis- 
sible monotonement décroissante; pour £ — 0, la seule extrémale admissible 


A 
est x = 0; enfin, si & > 0, alors n'importe quelle fonction monotonement crois- 
sante est une extrémale admissible. 


To T 
4. De la relation | x dt = € on tire l'inégalité | E| < \| z | dt, qui de- 
0 0 


vient égalité sur toute extrémale admissible. Cela signifie que n'importe quelle 
extrémale admissible fournit un minimum absolu. 


12/4—3,, 0O<Li<2, 
t—4, 2<t1<4, 


1? tT 
GARE Éu € abs min ; 


10.4. r={ Le abs min, 4—+€ abs max. 


10.5. T<2 — 


— 1, 0<Li<T,—2, 
(—To)/4+1—To, To—2<t<To, 
z E abs min, #€ abs max. 
A —t—+E, 0Li<To—2, 

10.6. To > 2 = r={ FE dE 

GENE SADE TT, Mere, 
de abs min; 7o<2 3 — (t — To)2/4 + E — Tè/4 € abs min, 
t + £ E abs max. 

10.7. Smin = —o (tn (= Ë—i, Th =n), Smax = + (Zn () = 
= E+i, T, = n). 6 L0 = il n’y a pas d’extrémales admissibles; 0 << E < 
QE E— _— 12/4 — V Et + E est l’extrémale admissible, T — 2VE; EE 1 — 
— l’extrémale admissible 


à —t+#, 0<t 
( 


< E—1 
t—E—1)2/4, E—1 LIT, 
10.8. ToL2 — x—1?/4+E—T2J4C abs min: 

noise acren, 
ze abs min, —+t+T,—+é € abs max. 
10.9. To LA = r=t(t—To)/4€ abs min: T>4 = 


CU] 


TITLE. 


Tmin — 


—È, 0<i< T,/2—2, 
> | (£—To/2)?/4+4+1—To/2, To/2—2<i<LTo/2+2, 
t— To, Tol2+2<t<To 


0<I<To/2, 


. abs max. 
Til2<Lt< To, - 


A A FA 
te absmin;  ={ 
To—t, 
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10.10. Sinin = —%, Smax = +0; 6 LO0O => il n’y à pas d’extrémales 


admissibles; 0<Ë<1 — l’extrémale admissible : — 12/4, T — 2 VE: 
E > 1 = l’extrémale admissible 


12/4, DIE, 
Tmin — 
ils Det 


10.11. |[E|<cothT, = 


—> a (t—T,)E abs min, |£ | > cothT, = De 
chT, 


- | E—isgné,  O<i<IE|—VI+C?, 
CsgnEch(i—To), 1EI—VI+CT<E<To 
2 abs min, où C > 0 est la racine de l'équation C sh (| E | — V1 + C? — 
— To) = _: : Es t E abs max. 10.12. —1?2 € abs min, t? E abs max. 10.13. 
—(t—1}€ abs” min, (t — 1)? € abs max. 10.14. #2 — 25 € abs min, 2 —#€ 
E abs max. 10.15. (é — 2)? — 2 € abs min, 2 — (ti — 2)? € abs max. 10.16. &? — 
— 2 E abs min, 2 — #2? € abs max. 10.17. #2 — 5 € abs min, t — #2? € abs max. 
2 DS ES A) 

(8410114982 2=V2et<2, 
x CE abs min, 6 abs max. 
— 2 0<i<1, 
—2)8, 1<i<2, 
10.20. Solution. 1. Formalisation : 

2 

| T1 dt — inf ; 

0 


10.18. x — 


x 2 x À 
10.19. s= { é xE abs min, —zxe€ abs max. 


mm, Qu, |u|<2, 2(0)=x (0) =2 (2)=0. 
Fonction de Lagrange : 
À 


—= | (hot1 + pa (21 — 2) + Pa (to —u)) dt + Ait (0) + hote (0) + Agte (2). 
0 


. 2: os nécessaires : a) système d'équations d’'Euler: — Pi + lo = 0, 


= 0) transversalité par rapport à x: p1 (0) = 1, p1 (2) = 0, 
Po 2 (0e = he. Ne )—= —À,; c) optimalité par rapport à u: nu —Dou — 
[ul 


A 


— —Pou. 
b) a) 
8. Si Ào = 0, alors Le orne Pit) = const = pi (t) = 0 = p, (&) — 


= 0 p, (t) = const Æ 0 ne u (it) = ose — + + Cit + C2. Il résulte 

des AE aux extrémités qu'il n’y a Le d'extrémales admissibles. Posons 
) t— 2)? 

PR PE Re ET Le Il résulte 
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de la condition d'optimalité par rapport à uw que u = 2 sgn p,. jEtant donné 
que pour uw = const il n'y a pas d’extrémales admissibles, il faut re 


le cas où la commande uw présente une commutation sur le ;segment 0, 2] 
en un certain point t. L’ expression de P montre que cela ne peut se produire 
que si la fonction p, change de signe (de « — » à « + ») au point T. Donc, 


_r—2 0<i<T, 
u= { 2, t<t<2. 


En intégrant deux fois la fonction u, on trouve 
a —f2LCiLC, 0OLSISLT, x — 12 0&t<i, 
4 PLCRECS Teen À (se), At. 
Les constantes inconnues de même que le point Tt sont trouvés en partant des 
conditions de continuité dexetzxau point tet des conditions aux extrémités. 
4. Nous allons montrer par une vérification directe que A € abs min. Pre- 
nons une fonction x (-) telle que x (+) + x (+) soit admissible. En effectuant 


F'ULISBIArIon par EURE avec l’utilisation des relations p (2) = 0, D = = —À. 
x (0) = x (O0) — x (2) = 0 (» _ =?) , on aboutit à l'identité 
2 2 ? 
À ré dt= — pe 154 pa 18 — px dt = | x dt, 
0 0 0 


d’où l’on a 


Tat)+e()—T@() = |\-pr&>0, 


© Cm, NO 


car p (t) < 0; z (0 > 0 pour # € [0, 1] et p (it) > 0, x (D < : 0 pour t E[1, 2] 


— 12, 0O<St<i, 
10.21. | (t—2)2—2, 1<1<3, zxCabsmin, —zx€ abs max, 
—(t—4)?, FLiS<4. 
À —+#2—2t, —1<Li<L0, :* 
10.22. [x — ee T=1) b 
(< { 294, 0ct<i, € abs min 
à DLOR metre Os 2 
10.23. ( | gi ou T=1) € abs min 
— 1? + 21, (EE ES À 
x +211, 0O<i<1, : 
10.24. T—2 b 
( ere. LEE, } ea ne 
7 (: — 12/2941. 0SILV 3 À, 4 
10.25. | x — : : x T= —7 |£abs min 
(V3:—4) 21, VI<t<T, ;) 
x f —3}2/9 3 À 
10.26. (:=| . ue Pr - =) € 
(t—8/ V3)/2—5, 2, V3<i<8 V3, é 


€ abs min. 
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10.27. La synthèse du problème est schématisée sur la figure 8. 
10.28. & > 0— (x che + Est + &1, T = 6) € abs min, E, << 0 = 
= (x = 12/2 + Et + &1, T = —E£,) € abs min. 


Lg 


X 





Fig. 8 


10.29, E > 0 (= —#/2+Et+E, TE + VE 2E) € abs 
min, GE LOS (r= #2 +Et+E, T=—E, + VE — 2E) € abs min, 


EH = 0 T = 0 € abs min. 
10.39. Solution. 1. Formalisation (x = x): 
2 


ru dt —+ inf: 1 = To Ze = U. u > —2, æ1 (0) = 0, 


0 
2 (2) = —1, x2 (2) = —2. 
Fonction de Lagrange: 
2 
L = | (Âo lu | + pa (t1— Ze) + Po (te —u)) dt Has (0) + Aoty (2) + Moto (2): 
0 


2. Conditions nécessaires : 
a) système d’équations d’Euler: 


pi 0 psp 0; 
b) transversalité par rapport à x: 
P1 (0) — LE P1 (2) me — ho, P2 (0) Fi 0, Po (2) — — À, ; 
c) optimalité par rapport à u: 
min (holul|— pou) = Ag lu | — pou. 
u>— 2 

3. ‘Si Ào — 0, alors les conditions a) et b) donnent p, = Ct,c = 0(siC = 0, 
alors p, = 0 et tous les multiplicateurs de Lagrange s’annulent). Dans ce cas, 
il résulte de la condition d’optimalité par rapport à u que C 0, donc u = 


= —2 — x = —2 = & = —1{? + Cit + C,. I n’y a pas de fonction de ce 
type dont les extrémités soient dotées des conditions données, ce qui signifie que, 
pour À, = 0, il n’y a pas d’'extrémales admissibles. 
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Posons À, = 1. Dans ce cas, p, (t) = Ct et la condition c) n’est satisfaite 
que pour po (t) L'1 Vt E[0, 2], c'est-à-dire C << 1/2, de plus, 


*_f 0, Irml<1, gp 0, ICI<t, 
U — U = Ë 
\ —2, ps <—1 L 220, (CE: 


Si|CI<1/2, alors u = 0 = x — Cit + C, et il n'existe pas de fonction de 
ce type avec les conditions données aux extrémités. Si C << —1/2, il y a un point 
de commutation de la commande x € (0, 2). De cette façon, 


Cit+ Co, 0<KI<T, 


.… 0, O<Li<T, 
DT = 
{ (+Cst+Ca T<i<2. 


> T= 
0 Mere { —- 
En partant des conditions données aux extrémités et de la continuité de x et x 
au point t, on trouve C1, Co, Ca, Cas Te 

4. Extrémale admissible: 


À 0, 0<t<îi, 
TT = e 
a 


Ce problème se rapporte à la programmation convexe : on effectue la mini- 
misation de la fonctionnelle convexe en présence des contraintes convexes. Au 
$ 4, on a indiqué que, pour les problèmes de ce genre, la condition nécessaire 
d’extrémum (si À, 0) est en même temps suffisante. Compte tenu de ces 
considérations, on trouve facilement que x € abs min. 


A — 12, OZtI<i, * | 
10.31. c= { Do x € abs min. 
—21+1, 1<it<2, 

x DL OZt<A, | 
10.32. s={ r.. x € abs min. 
3—(t—2)}?, ISi<2, 
A TZ | ; A 
10.33. e={ 0, . x € abs min. 
.G—1)?, TS; 
A t—1ÿ2, O<t<1Â, : 
10.34. c= { ) Les x € abs min. 
0, LETE?, 


10.35. Solution. 1. Formalisation (x — x1): 


u? dt —+ inf; Zi= to, D, u<24, x1(0)=11, x1 (1)=z2 (1) = 0. 


D 


Fonction de Lagrange: 
1 


= 
, 


L — \ (hou? + P: (21 — Te) + Pa (2 — u)) dt + its (0) + oty (1) + go (1). 
0 


2. Conditions nécessaires : 
a) système d'équations d’Euler: 
—P1 = 0, —P1 — Pa = 0; 
b) transversalité par rapport à x: 
Pi (0) = uw PL) = —h» Pa (0) = 0, pa (1) = —Às; 
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c) optimalité par rapport à u: 


min (Aou? — pou) = hou? — pou. 
uL24 
3. Si Ào = 0, alors les conditions a) et b) donnent p, = Ct, C = 0 (si C — 
— 0, on a p, (t) = 0 et tous les multiplicateurs de Lagrange s’annulent). Dans 
ce cas, il résulte de la condition d’optimalité par rapport à u que C > 0, donc, 
u = 24 = x = 24— x = 1982 + Cit + C,. Il n'existe pas de fonction de ce 
type avec les conditions données aux extrémités, ce qui signifie que, pour À = 0, 
il n’y a pas d’extrémales admissibles. 
Posons À, — 1. Alors p, — Ct et la condition c) donne 


» p pald, Pal2 24, … C2, CI<E8, 
U = TZ = 
{ 24,  pa/2 > 24 { 24, Ct>48. 
Continuons la résolution compte tenu de la valeur de C. Si C < 48, alors il n’y 
a pas de commutation de la commande, x = Citÿ + Cit + C;. En partant des 


conditions données aux extrémités, on trouve x — 114/2 — 33/2 + 11. Mais 
cela contredit la condition C < 48. Soit C > 48. Dans ce cas, il y a commutation 
de la commande. On a 
Cit+Coit+Cs, t< 4/Ci, 
T= 
Ù 1212+Cit+C;:, t > 4/C1. 
En partant des conditions aux extrémités et de la continuité de x et x au point 


4/C;, on détermine C1, ..., C&. 
4. Extrémale admissible : 


A 8t3— 18111, OL +< 1/2, a 
LT = 
Ü Hum, 1p<rer, <smin, 
en vertu de la convexité du problème. 
: —13L61, 0OLr<LA, 
10.36. x — é bs min. 
: a LES 2, Fe 


— 12/2, 0<t<1/2, 


A b : | 
+ EE SE PE in 


10.37. x ={ 
10.38. t € abs max, —1t € abs min. 10.39. T, << 2 = il n’y a pas de fonc- 


tions admissibles; T,>2—=x—t VAT, € abs max, —zx € abs min. 
10.40. Solution. 1. Formalisation: 


CES 


2 2. : 
| (ui) dt —+ extr; x—u, x(1) —E. 


e! 


0 


Fonction de Lagrange : 


L£ — | (a (+, u |) +p&—u)) dt + x (1). 
0 
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2. Conditions nécessaires : a) équation d'Euler: —_D + 92 = 0; b) trans- 
versalité par rapport à x: p (0) = 0, p (1) — —À; c) optimalité par rapportà u: 


| u? u? A : 
min (ao (+ u |)—pu) = + u |) pu. 
uER 
c) b) | 
3. Si À = 0 = p = 0 X— 0, tous les multiplicateurs de Lagrange 
C) 


s’annulent. On pose À, = 1 dans le problème de minimum — 


— 0,  Ipi<1, 
— | p—1i, p>1, 
a 1, P <—i. 
Etant donné que p (0) = 0, alors u (é) = 0 pour des t petits. Donc z (t) = C — 
— const, alors que les conditions a) et b) donnent p (£) — Ct pour ces t. Pour 
t = 1/| C |, le module de p (t) devient égal à l'unité. C’est le point de commu- 
À . a) . 
tation de la commande. Soit | p | > 1; alors u = p = x — x — 0. Vu la con- 


tinuité de u = x, on trouve que x = C ch (t — 1/] C |). La constante C est 
trouvée de la condition x (1) — £. Il est évident que Sax —= +. 


4. Extrémale admissible: | E | <1 = mm = 6, lEl> 1 = 
à C, 0O<t<1/1C|, 

min © { 

Cch(t—1/[CI), LICI<I<1, 


où C est déterminée à partir de l’équation C ch (4 — 1/] C |) = &. En vertu de 


la convexité du problème, tin € abs min. 

10.41. La trajectoire optimale est représentée par une circonférence de 
rayon T/(2x). Pour la solution de ce problème et des problèmes 10.42 à 10.45, 
cf. [ATF]. 10.42. La trajectoire optimale est représentée par l’ellipse (x? + 

2)1/2 — £y = const. 10.43. La trajectoire optimale est représentée par 
l'ellipse (x/b)? + (y/a)? — R?. 10.44. La trajectoire optimale est représentée 


par le carré | x | + | y | — const. 10.45. La trajectoire optimale su repré- 
sentée par le carré | x |=-const, | y | — const. 10.46. x — + [ln rm nu 
7 
++ us) + P: = + (+ + 2u + 2), p 0, est la courbe de Newton. 
La solution de ce problème est donnée dans [ATF]. 10.47. Extrémales admissi- 
t 
A T k A 
bles : x, (t) — | sen cos (2n +1) JTtdtrn= 0, +1, ... Par ailleurs, x, € 
€ abs max. 


11.1. x = 1 € abs min, Sin = 0, Smax = +00. 11.2. x — —(1? + 8)/4 4 
& loc extr, Sinin — —© (tn (t) = n), Smax = +00. 11.38. [El > 1 = iln"y 
a pas de fonctions admissibles. | 6 | <1— Smax — 1 est atteinte sur toute 
ligne polygonale (| x (t) | = +1 en dehors des points de pli) reliant les points 
(0, O0) et (1, Ë); Simin = &?, &tE abs min. 11.4. (247, — 1?)/4 E abs min, 
Smin = —728/12, Smax = +oo. 11.5. ({To — t?)/4 € abs min, Sn — —T$/48, 


Smax = +ow. 11.6. To L2 = zmin = (2tTo — t?)/4 E abs min, Spin = 
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x t 0O<Li< To — 2, 
= — 73/12; T>2= mm = À <i< To 
À Ted TDNIE DETTE N, 
Zmin € abs min, Tmax — —{ CE abs max, Smax = To + T2/2. 
11.7. To < 4 = — Tmin = (To —t?)/4 € abs min, Re — T$/48 ; 
Toi, Tube 


au à 0<Li<To/2, 


Zmin£abs min, x = { 
Poe de t—Ts To2<i<To, 


Zmax € abs INAX, S'max = To T6/4. 
11.8. Il n’y a pas d’ extrémales admissibles. Sinin — —c (œ x (t) — 


> J'(x(:), T)= T— T?/2—+ —oo pour T + +o où & (f) = Zmin se . 
l’extrémale admissible de la réponse au problème 11.6). Sinax — 


EU) = D à (e T) = T + T?2/2 + +Loo pour T — oc). 
1.9. He a pas d'’extrémales admissibles. Siiin——c (x(i)— 
<T/2, . : ue 
fi rt, se => J(x(-), T)=T— T?/4 ou x (t) = x (t) est l'ex 
trémale admissible de la réponse au problème 11.7 = J (x (+), T) —— —o pour 
T — +oo). Synax — +oo 


_f—t 0<t<TI2, 
(0 { t—T, TRLIST, 
= J(æ(-), D=THTUE = Lo pour ? + Lo), 


11.10. x = 1 € abs min, Smm—0, Smax = oo (&, (t) — + (n +1 X 
X sin x (2n + 1)t). 11.11. 36 — 312/2 € abs min, Sinin — 3; Smax = +® 
(x, (0 = + (2n+1) sin n (2n + 1) #). 11.12. 6t — 68 € abs min, Sin — 12, 


Smax = +oo (x, (i) = + (2n + 1) sin x (2n + 1) 9). 11.13. 154/4 — 58/4 € 
€ abs min, Smin — 15/2,  — 00. 11.14. 15 (t — #5)/2 € abs min, Smin 


— 45, ( ax —= +. a 15.  Smax = oo, 5t5/8 — 15:/8 + 1 € abs min, 
S'min — 15/8. 11.6. — rs —_2045/3 + 1452 — 8t + 4 € abs min, 
Smm= 8 11.17. ne = oo, 20/3 — 68 + 1/3 Eabs min, Sim — 8. 
11.18. Sinux — oo, 1085 — 1282 HE 35 € abs min. 11.19. x (t) = 3 (T = 1/3) € 


A abs min. Fe — + 0 : il ÿ a encore une extrémale admissible 3 (t — 1)? 
(T — 1). 11.20. zx (t) = 1 (T — 1/3) € abs min, Syax = How; il y a encore 
une extrémale admissible +? (T — 4). 11.21, Snx = oo, 2 (t + sint)/(3n) € 

€ abs min. 11.22. Snag = oo, _ sin { E abs min. 11.23. Syag — +o, 


er (1 — COS t— + (+ sin :)) € abs min. 11.24. Sh,,;— +oo, cos t — 


— 1 € abs min. 11.25. FRE oo, 2 (et — et — 1)/(e2 — 4e + 1) E abs min. 
11.26. Smax = oo, 2 (te — t — et + 1)/((3 — e) (e — 1)) € abs min. 11.27. 
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— Lo, In(t+ 1) —1Eabs min. 11.28. Sinax = Ho, 1/5+1/2€ 
e ADS min. 11.29. Sax = +o, t—elnt—1€ abs min. 11.30. Sax = 
— oo, ie (4 — e) Inmi—1 E abs min. 11.31. Sinax — +0, Smin — —% 


u : 
(æ, ()=n), = cost —1 & loc extr. 11.32, S,,,,;—= +, “chTe € abs min, 


Smin = Eth To. 11.33. 6 — 0 — 2 (t) = 0 (T > 0 étant quelconque) € 
€ abs min; 6 - 0 = il n’y a pas d’extrémales admissibles. S,,,, —0 (z (t) = 
io = J(&(), 1)= EthT—0 pour T + 0), Smax = +oo (x (ti) = 
= Em TJ (x(:), T) = in Ru T — co), 

FA 


11.34. [El Lcoth T, so Le € abs min; JE > coth T, — 








ch t 
A << A . : ; 
RE  — sen sh T JS ST x € abs min, où test trouvé de 


E+G—To)sgné, T<i< To 


l'équation |E | — coth T—T "à To: x= 6 —(t— T,;) sgn Ë € abs max. 

11.35. Ë — 0 — x (é) = (T > 0 étant quelconque) € abs min ; 

E-0—= il n'y a pas d’ a admissibles. Simin = 0, Sm = Lo, 

œ() =Ëé— J (x (:), T) = ST — 0 pour T0 et J (x (). T) — Lo pour 

T — oo). 11.36. (6 sh t)/sh To € abs min. Smin — &? Coth To, Smax — +00. 

11.37. e— 0=zx(t)=0 (T > 0 étant quelconque) € abs min ; 0 = 

> il n’y a pas d’extrémales admissibles. Sin = E?, Sm — Loco (x (t) = 
— &sh/sh 7 — ne ), T)= E2coth T — E2 pour T —+ à etJ (x(-), T)— 

ae pour T — +0). 

in [El > . — il n’y a pas de fonctions admissibles. . < th PR — 


dE ne sgné, 0OKI<T, 
E+(i—To)sgné, T<I<To 

A Jr ths À 
+thT—Tt—=}|él), zmineabs min, Srin == lËl Pro 3 ’ Tmax — 








(t est la racine de l'équation T,+ 








={ tSgnË, O<E<(To+HE)/2 
PTE (Tone, (To+/2<i ET, max Eabs max. 

11.39. 6 — 0 = x (ti) = 0 (T > 0 étant quelconque) € abs min; Ë Æ 0 —= 
— il n’y a pas d’extrémales admissibles. | 6 | 1 Sin = E?, x — Sn 
> J'(x(:), T) = E? coth T —+ EE? pour T—+o; ETES SE = 
= | E #38 + |E] — 1/8, x (6) — ne (t) de la réponse au problème 11.38 — 
> J'(x (+), T)— Smin Pour Too. Smag = +oo (x (t) = EUT = 
> J'(x (+), T) = ET + E2T/3 — +oo pour T —+ +oo). 

: L: 0O<Li<T, 
11.40. 2 +4 cos 4 Re (t est la solution de l'équation 
sin T 

Ttg T = — 1), Tmin € abs min, Smin= — 7/3, Smax= T. 


11.41. sin tabs min, Smin—0, Smax—= +0. 
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l; DÉS T, 
A cos (f— 37/4 ñ 
11.422,32 ="+ — » T<KI<K-5——T (test la racine 


3n/2—t, 3n/2—T<Lt<L3n/2 
de l'équation 3a/2=21+2 Arctg t-1) € abs mir, Sinin——21%/3, Smax—= 37/2. 


11.48, Tr -5=7ecosTs 


- sin t + {cost E abs min; To—=n— pour 
sin 7, 





Fig. 9 


ËÉ=—x tcos t + CsintEabs min YCER; To > n — les extrémales admis- 


sibles € loc extr et Sinin = —co; Sinax —= +0. 
11.44. Solution. 1. Formalisation: 


To 
| (u?— x?) dt —+ extr ; z=u, uCE[—1, 1], x (0) =0 
0 


Fonction de Lagrange: 
To 
£=— | (ho (u?— x?) + p (8—u)) dt +Ax (0) 
0 


2. Conditions nécessaires : a) équation d’Euler: _p — 2107 = 0; b) trans- 
versalité par rapport à x: p (0) — À, p (To) — 0; c) optimalité par rapport 


min (Aou? — pu) — hou? — pu (À > 0 dans le problème de minimum ; 
[ul<1 | 
lo < 0 dans le problème de maximum). 

3. Si Ào — 0, alors tous les multiplicateurs de Lagrange s annulent en 
vertu des conditions nécessaires du n° 2. Posons À, = 1/2 dans le problème de 


à u : 
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minimum. Dans ce cas, de la condition d’'optimalité par rapport à u, on trouve 
u= { sgnp, |pl>1, 
p,  Ipl<T. 


Examinons le comportement des trajectoires extrémales sur le plan x, p 
(fig. 9). 


I [p|<1=p = —-2, z=p=> pp+ix= 0 p+i=c. 

Le mouvement s'effectue suivant des circonférences à une vitesse angulaire 
égale à l’unité. Le sens du mouvement est déterminé comme suit: pour p > 0, 
æ doit augmenter; pour p << 0, x doit diminuer. 


I, (pl>i=p=-zx, = Hi re +(+c) = p = F(t + C')/2+ 
LC= Fr/2+cC. 

Le mouvement s'effectue suivant des paraboles. Le sens du mouvement 
est déterminé comme suit: pour p > 1, x doit augmenter; pour p  —1, x doit 
diminuer. 

Le mouvement optimal commence sur l’axe p (x (0) — 0) et prend fin sur 


l'axe x (p (To) = 0); x (t) = 0 est une extrérnale admissible YT,. Pour Ts = 


— (k — 1/2) x, k€ N, les fonctions z (b) — Csint, | C | <L'1 sont aussi des 
extrémales admissibles. Soit (4 — 1/2) n << To << (k + 1/2) x; il y a k trajec- 


toires extrémales x, (-) constituées de 2n — 1 « quarts de tour », n = 1, 2, ... 
..., k. Compte tenu de la condition x (0) = 0, x (Ts) = 0 et de la continuité 
des fonctions x et x, on obtient 


Tmin(n) = +4 17 sgn t cos (t—To/(2n—1)), Tn 
ensuite, d’une façon antipériodique, 


d, HT LTn, 
< lt1< To/(2n —1), 


où T, est la racine de l’équation (2n — 1) (t,, + Arctg tn!) = To, n = 1, ... 
..., k. On voit sans difficulté que 


t 
Smax= To {2 (£) = | sgn Sin 2TnT ax) . 
0 


4. En vertu de la compacité des contraintes et de la continuité de la fonc- 


tionnelle, le problème de minimum admet une solution. En calculant la valeur 
: , £ % à T° 
de la fonctionnelle sur l’extrémale x,, on trouve J (x, (:)) = (2n—1) 1% Z 


3 
A te 
> Ja) = —7. 
2 JT dé . T : 
Réponse. To, <7F5 = z=0€Eabs min, Smin=0; To= — Csinte 
€ abs min YWICI|<1, Smin—0; 
A t A 
n>nsi-+| . x EC abs min 
Vi+r COS (£— To), 


(r est la racine de l'équation Tcotg(T,—T)—1, TE (To — — To)) - 


VESTE T. 
TL<To;, 


TS : 
S min = ET ; S'max — To . 


19—0643 
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1145. To<n—2z=0€cabsmin, Smn—0; Tor CsintEabs min 
VICI<1, Smin=0; 
t, OT, 


PERS VIH 7 cos (&—T,/2), TELL Toy—T, zE abs min 
To—t, To—tT<Lt<LTo, 


T est la racine de l’équation ttg (+) — { disposée sur le segment 
t 


To _n 21) : Smin= — +", Smax= To (an (é)= |sen sin 2nnr dr) j 
0 


11.46. x = +1 € abs min, Sin — 0. Smax — +. Les extrémales admis- 


sibles sont aussi représentées par les fonctions x (i) — +2 cos nkt, kEN. 
11.47. HV 2 cos nt € abs min, Snin = 7°, Smax — +. Les extrémales admis- 
sibles sont aussi représentées par les fonctions + Y 2 cos nkt, k = 2, 3, ... 
11.48. Extrémales admissibles : x, — +y 2 sin (1/2 + k) nt, k € Z, x, € abs min. 
Indication. L'existence d’une solution peut être montrée en introduisant 
la contrainte coercitive | x | < A; Smin = N°, Smax = Ho. 11.49. Sn, = 
—= — oo, Æ EE 12 € abs min. 11.50. Smax = —+ co, V1 A 2 + l EÎ abs min. 
11.51.  Smax = oo, W2— (#1) € abs min (7 = 1 — V 2/5). 11.52, 
V1 — & € abs max, —VT—#Eabs min. 11.53 V1— 2 abs max, 
te A A A L — Â 
_—Vi — ti? € abs min. 11.54. Snax = How, x = (2, 2) = (. ; 
ch (£—1) 
ch 1 
€ abs min. 11.56. Snix —= +oo, Sinin — —. Extrémale admissible: x — 
= (342 — 21, 61? — Ai). 11.57. Smax — oo, (34? — #3)/2 € abs min. 11.58. 
— oo, t — 12/2 € abs min. 11.59. Say = oo, t2/2 € abs min, Spin = 
11.60. Smax — +oo, #2 — à € abs min, Sin — 4. 11.61. Sax = +0, 
#4 — 245 + + Eabs min, Sinin — —24/5. 11.62. Sinax = oo, #4 — 53/2 L 
+ 312/2 € abs min, Sin — —9/5. 11.68. Six — Ho, H#—284+LRE 








| E abs min. 11.55. S,,,x = +oo, x = Ca z) —= (sint. —sin te 


Smax 
= À. 


E abs min, Sin — —4/5. 11.64. Say = oo, 288 — 14 € abs min. 11.65. 
Smax — +, 2/2 — et (In t — 1) E abs min. 11.66. Sinax = +oo, tIntEe 
€ abs min. 11.67. Snax — +oo, tIntEabs min. 11.68. Say = +o. 


@ +e)Int — + € abs min. 11.69. Sy; — +, In t € abs min. 11.70. Sax — 
= +, Int E abs min. 11.71. Sinax — oo, e/(2t) + In t € abs min. 11.72. 
= “oo, 1/5 E abs min. 11.73. Sinax — oo, 1/t E abs min. 11,74. 

— +oo, thx (ch ft sin { — sh t cos t)/2 — sh t sin t E abs min. 11.75. 
max = +, Ch é sin { — sht (th x sin # + cos t) € abs min. 11.76. Sn, — 
— oo, chtsin t — sh t cos t € abs min. 11.77. Extrémales admissibles : 


cos TochTæ#1i— x = 06 loc extr, cos TochTo=1—= x C((chT, — 
— cos To) (sh t + sin t) — (sh Ts — sin T5) (ch # + cos t)) loc extr; Sinin — 


= —00, Smax — +. 11.78. Extrémale admissible: x (t) = 0 (T > 0 étant 
quelconque) é loc extr; Smin = —, Smax = oo. 11.79. Sinax = + : 
(sint+sht)/2+ (1-sh+) (cos t+ch o] (2 h+) é loc extr; Sinin—= —. 


11.80. Smax = +, Smin= —®; ( cost+ch i— ss (sh #—+sin n) 26 
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é loc extr. 11.81. Smax = +oo, Snin=—; (sin t—+ coth Le COS { — 


2 
— SRE ) fe é loc extr. 11.82. Siax = +o,  Smin = —®; 


( 1+ch x (sh i+sint)—cht—cost) 2élocextr. 11.83. Smax = +oo, 


sh x 
Smin=—c; (ET CREED MERE & joe extr. 41.84 Sax = 


— + oo, in 924 (h0/ | 2sh +) €abs min. 11.85 Smax = +00, Smin—= 
cht cos 2 sh t 


= — 00 : au & loc extr. 11.86. Smax= +o; 2= an — 
2 





__Smi é loc extr; Soin = = (2m (= z (tn (eh t— cos t) — 


A cht COS t 


sh x ; 
(shi—sin o) + 1187. Smax= +; 25 Chr "2 é loc extr ; 


7" chat 
Smin= —® (zn (£ = (tn [ch (n—t)}+cos - (sh (n—1t)+sin »)) | 
11.88. Simax = + 00 ; sin # € abs min, Snin — 0. 11.89. Smax — +00 ; —sin # € 
E abs min, Sin — 0. 11.90. Sax = Ho; x = cost é loc extr; Sin = 


— — 00 (en (t) = : (t)+n (ch t— cos t — ar & t—sin »)) . 11.91. 

Smax = +; Fe —Cos … loc extr; Sinin — —c (en (t) — : () + 
Ln (ch (x —t)+ cos 1 ———— se ni (sh (n—+t)+ sin +) } à 14,92: Shux = ro: 
sin t € abs min, Spin — 0. 11.93. Sinax —= +; (1+sh +.) (sin &—sh t)/2 + 


+ ch a TL (ch t — cos t)/2 E abs min. 11.94. Sax = oo: sin ét € abs min. 


11.95. Sn — — co ; sh t E abs min. 11.96. S,,,% + co ; sh ee qu 
11.97. Snax — +; cht— 1€ abs min. 11.98. Smax = +00 4 — ch (£ — 


1) € abs min. 11.99. Smax = +oo; t + sin ft E abs min. 11. 100. Smax —= 
os D cos CC ab min: 11.101. Sinax = + ; Na re 
2 
+ 1)/(4 — x) E abs min. 11.102. Sioax = — Sin — à {= —4tE€ 
€ abs min, Ex € abs’ max. 


x [es 131 (8—8V 2)£, a V2, 
L— ” 
—(i—4)?, 2V2<i<24, 


z € abs min, abs max. 
11.10 . Smax= —Smin=43 


, (—t Derer 
:-! ({(—2)2—2, 1<i<3, 
— (14, 3<1<4, 
x E abs min, = 7 € abs max. 
19% 
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11105. Sax = —Smin = 4/2 V30); z = V5 (4 — 28 + 9/2 VE 

Cabs max, _% € abs min. 11.106. Snux = —Smin = T2 ; g = V5 (44/3 — 
s 1 

— 5t%/6 + #2/2) € abs max, —x € abs min. 11.107. Sax = —Smin = 2 VE ; 


x — — 512 (t — 1)2/2 € abs max, _x Eabs min. 11.108. Sinax = oo: DE 
€ abs min, Sin — 0. 11.109. Say = oo; 5 (tt — 662 ee 5)/16 € abs min, 


Smin — = EE . 11.110. Sas = — —+ co ; 151? (£ LEE 2)2/8 € abs min, S min — 45, 


11,111. Sax = oo; 8012 (t — 1)? € abs min, Smin — 720. 11.112. Smax = 
= +0; C'((sh of — sin ot) (ch w + cos ‘&) — (cos @t — ch ot) (sh © + 
+ sin &)) € abs min (@ > 0 est la racine minimale de l'équation ch w cos w — 
= —1, la constante C étant déterminée de la condition isopérimétrique) ; Sin = 

= @. 11.113. Sox = +o; C'((ch © — cos ©) (sh wf — sin œt) — (sh O — 
— sin @) (ch ot — cos Do € abs min (@ est la racine minimale positive de 


l'équation ch © cos © = 1, la constante C étant trouvée de la condition iso- 
périmétrique); Sin = . 11.114. Sax = +o; x = C ((sh wf + sin ot) X 
X (ch © — cos ©) — (ch wt + cos œt) (sh © — sin @)) E abs min {@ est la 


racine minimale positive de l’équation ch © cos © = 1, la constante C étant 
1 


déterminée de la condition E dt = 1): Smin = ®'. 11.115. Extrémales 


0 
a 2, = V2sin (Qnkt + y) VyER, x Eabs min; Spin = (27)4, 
ee 11.116.  Smax = +o; z—=t({—t)(T = 1) € abs min. 
pe 117. Smax = FX; = TER (T = = 1)€ + min. 11.118. Smax = +3 


x = 1/16 — 12/4 (T — 4) E abs min. 11.119. Sax = +o;, x=#(T=1)E 
€ abs min. 11.120. #5 — 12 € abs max, t? — 1 € abs min. 11.121. 3 —28E€ 
€ abs max, 263 — 352 € abs min. 11. 122. Smax = +co; #3/2 — 11/8 € abs min, 
Smin = 3 11.123. Sma 2 — 00 ; (2 Se + 2)/5 € abs min, Smin = 0. 

= + 00 ; (ts — 544 + 108#)/6 € abs min, Smin — 20. 11.125. 

= à (85 — 25t4 + 208)/3 € abs min, Smin — 320. 11.126. Sax —= 
= +0 ; Bts — 1544 L 101 dE abs min, Sinin — 720. 11.127. Smax —= +); 
& (t — 1)? € abs min, Smin — 36. 

128. Solution. 1. Considérons le problème d’extrémum 


; 2 
À (22-22) ar + inf; z (0) =0. 
0 


2. Equation d’'Euler: x + Art = 0; condition de transversalité: z (1) = 0. 
3. La solution qui satisfait à la condition de transversalité est de la forme 


(t) = Vt T1 BV À), où Ja est la fonction de Bessel. Dans ce cas, #0 (2V° à) — 
0 an (1) = O et p n'a pas de zéros sur [0, 
. De la formule fondamentale de Weierstrass, on trouve la formule 


1 4h Le 
(#12) ni (z— ro Fm) (2— RE, : )”&, 


qui peut être immédiatement vérifiée et qui aboutit à l'inégalité requise. 


A 
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Remarque. Dans le cas examiné, l’utilisation de la condition néces- 
saire a été entreprise en présence d’une différentiabilité insuffisante de la fonc- 
tion, maïs le but a été toutefois atteint. La même chose se rapporte aux autres 


problèmes de ce cycle. 
11.129. Solution. 1. Considérons le problème d’extrémum 


. 2 
À (#7) dt inf; æ(0)=—0. 


R+ 
‘ ve TL 
2. Equation d'Euler: z+7s 0. 


3. L'équation d’Euler est vérifiée par la fonction œ (t)= V #t (vérification 
directe). 


4. L’extrémale œ (elle n’est pas admissible, car E é L, (R,)) nous permet 
d'aboutir à la formule 


Fee [Ge ae TE) 00 
0 0 0 


qui peut être vérifiée directement (pour les fonctions différentiables finies, par 
exemple) et qui amène à l'inégalité requise. 

11.130. Indication. En utilisant le même procédé que celui mis en 
œuvre pour la résolution du problème 11.129, déduire l'identité (o (t) — 


— V'tIn t/e? est une extrémale admissible) 


1 1 1 
nu =) vo) = | ne) 

| (z 412 | Me | (: ® (é) | és " t , dt, 

0 0 


qui peut être vérifiée directement et qui amène à l'inégalité requise. 

11.131. Indication. a) À l’aide du même procédé que celui utilisé 
pour la résolution du problème 11.129, déduire l'identité (@ ({) = t (2,— t) 
est une extrémale admissible) 


1 1 1 
Le-ree [E-SRe ee | (HER 


qui peut être vérifiée directement et qui amène à l'inégalité requise. 

b) Procéder d’une façon analogue à a) avec @ (t) = te”t. 

11.132. Indication. Utiliser un procédé analogue à celui exposé 
dans le problème précédent avec @ (t) — t (4 — t). 

11.133. Solution. 1. Considérons le problème d’extrémum 


+ 


| (izir— P— )'15f) dt inf; x(0)—=0. 
0 





. . — 1 \? 
2. Equation d’Euler : (e1P-1sgn 2° + | È ; | [z|P-1sgn x = 0. 


3. On cherche la solution de l’équation d’Euler sous la forme @ (t) = te 
et l’on trouve que a — — 1)/p. 
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4. La formule fondamentale de Weierstrass aboutit à l'identité 


| (ér-(t JE) = 


= | (ir RQ (LE) a 


qui mène à l'inégalité requise. 
Exemple. Pour p = 4, on a l'identité suivante: 


Jeu Ÿ GE ao 
0 








0 
x (0) = 0. 
à 
11.134. Solution (S. Ayunts). 1. | ({ + elul)dt— inf; x = x, 
0 


z = u, |[u| 1, x (0) = &, Ze (0) = vo, 21 (T) = &9 (T) = 0. 
Fonction de Lagrange: 


T 
= | (o (1+e lul)+ pa (a — 23) + Pa (&—u)) dt + 
0 
+ 1 (&1 (0) — 70) + Àa (ta (0) — vo) + Lits (T) + Hoze (T). 


2. Conditions nécessaires: a) équation d’Euler: Pi — 0, Po + p1 = 0 
(<> pat) = at + b); b) principe du maximum: max (Pa (ju—helul) —= 
[ul << 


== 


—= Pa (t) : (t) — 0€ | u (t)|;  c)  transversalité: p, (0) = à, P1 (0) = À, 


Po (T) = ue Pi (T) = —W; d) stationnarité Zr: À (A +elu(T) |) + 
+ Mou (T) = 
3. Po (t) = st — tous les multiplicateurs de Lagrange s’annulent, © ’est-à- 
dire p;, ei Si À = 0, alors b) et C) — LP (D1=0— pa (7) = 0, 
c'est-à-dire p, (t) — a (t — T) = u (D = 1 ou u (9) = —1. Donc ne 
— (ro vo) ET = {(er, 2) | m1 = 22/0, x, _ ou 2 — —22/2, x, > 0}. Si 
to, vo) é T, alors À, - 0 et l’on pose Àj = | 
. Du problème d’extrémum p, (t}u — € k u | — sup; [uw | <L1, on obtient 
ù (= { 0, | pa (#)1/e K 1, 
sgn pa (t), |pa(t)l/e > 1. 


Les conditions de transversalité, compte tenu du fait que À = 1, sont les sui- 
vantes : 


1+elu(T)|— p2(T)u(T) = 0. 
Il s'ensuit que le cas u (T) — 0 n’est pas possible, c’est-à-dire 


Iu(Di=is Inm(Di=it+e. 
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4. Ci-dessous nous allons présenter la synthèse dans ce problème. Deux cas 
sont possibles: p, (T) = 1 + & et p, (T) = —(1 + €). Considérons seulement 


le premier d’entre eux, le second étant 
analogue. La figure 10 montre que Ia 
trajectoire comporte trois tronçons : au 
départ (#4 € [0, t’]), la commande est 
égale à —1, ensuite (t E (Tt’, t)), elle est 


nulle, pour devenirenfin (4 € [T, TI x 


X u (t)=1. Dela similitude des trian- 
gles ABC et BDE, on obtient (t — 


— x')/(T — 7%) = 2e. Désignons T—+T 
par y. Alors la deuxième commutation 
a lieu lorsque x, = —, x, —= y?/2. 
Lors de la première commutation, x, 
est aussi égal à y (car entre les com- 
mutations, l'accélération est nulle), 
tandis que x, = V?/2 + 2ey? (car le vé- 
hicule se déplaçait à la vitesse —, le 
temps de mouvement étant égal à 2ey). 





Fig. 10 


On trouve ainsi que la courbe des premières commutations est de la forme x, = 
— (2e +1/2) x3, ra << 0. La synthèse est représentée sur la figure 11. 





Fig. 11 


L 
11.135. Solution (S. Ayunts). 1. | (1 + ef (u)) dt — inf; x, = 2, 
0 


To — U, Free? z1 (0) = 0, Ze (0) = vo, ti (T) = x3 (T) = 0. 


Fonction de Lagrange: 
T 


L= | (ko (+ ef (u))+ ps (21 —%) + po (&o—u)) dt + 


0 


+ 1 (x1 (0) — 0) + a (to (0) — vo) + Haiti (7) + Moto (T). 
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2. Conditions nécessaires: a) équation d’Euler: Pi = 0, Ps + p, = 

(<> Pa () = at + b); b) principe du maximum: max (p, (t) u — hpef (u)) — 
u|<1 

— Pa () u (?) — Aoëf (u (9); c) transversalité: p, (0) = À, p1 (0) = A1, pa (T) = 

— —yu2, P1 (7) = —M; d) stationna- 

rité Lt ho (He (u (TD) au (D 


3. Pa (t) = 0 = tous les multipli- 
cateurs de Lagrange s’annulent, c’est-à- 
dire p3 (+) Æ 0. Si Ào = 0, alors b)} 
Lol ee R = 0, 
c'est-à-dire p, (t)}—=a(t— T)=ut(t) = 


Po 







1+ef(1) 


ef'(1) 


—€f'(1) 
={ouut(t) = —1{. Donc, À, = 0 = 
—> (zos Lo) ET — {(x1, Lo) | t,=73/2, 
Lo TT Q ou T1 —= —— T9 2 Lo Æ 0}. 


Mais si (xo, vo) € F, alors À, 0 et 
l’on pose À — 1. Supposons ensuite, 
pour simplifier les choses, que f’ est 
Fig. 12 strictement monotone. Le cas général 
ne demande que l'introduction de cer- 

taines précisions. Considérons le problème d’extrémum 


ef (u)—po(tju—inf; [ul <1. 
En le résolvant, on obtient 


a = { 82e), lpa() 1<ef' (1), 
sgn pa(t), | pa(t) | ef" (1), 


où g (y) = (f’ (y))-!. Compte tenu du fait que À, = 1, les conditions de trans- 
versalité sont les suivantes: 14 + ef (u (T)) — p, (T) u (T) = 0. Deux cas sont 
alors possibles : 

a”) u(T)=sgnp,(T); alors b) = 1 + ef (1) = | p, (T)| = 1 + 
+e()>e (5 k 

b') u (T) = g (p, (T)/e; alors de b) on a f* (p, (T}/e) = 1/e, où f* est la 
transformation de Legendre-Young-Fenchel de f. 

4, Examinons d’abord le premier cas lorsque p, (T) = 1 + ef (1) > ef” (1) 


(fig. 12) (le cas où p3 (T) — —1 — ef (1) est analogue). La figure 12 montre que 
la trajectoire comporte trois parties: la partie initiale (4 € [0, x’}) quand la 
commande est égale à —1, la partie médiane (t € (x’, t)) quand la commande 


est inférieure à l'unité en module, et la troisième partie (4 E[T, 7]) quand la 
commande est égale à l’unité, le déplacement du point (x (4), x, (t)) ayant lieu 
suivant la courbe r. 

La trajectoire toute entière est rétablie suivant deux paramètres: t'et 7. 

La similitude des triangles ABC et BDE permet, en particulier, de déterminer 

PA NS ENS d nr le tronçon [+’, 7] 
T° CRD — 1e (D —f (0) : commande w(t) sur le tronço , 
1—7T) ({+e (f (1) —f° (1 

est égale à g (pa (#)/8), et p, (1) = ef (1) + IEEE ON. 

T—7T 


formules ci-dessus montrent que les points où s'effectuent les commutations 


. Les 
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(x1 (T’), x2 (T’)) dépendent d’un seul paramètre y — Î — xet forment la courbe: 
T’. La synthèse correspondante est schématisée sur la figure 413. 

Examinons maintenant le second cas lorsque 1 + ef (1) < ef’ (1). Alors, 
du n° 3 on tire p, (T) = ef*-1 (A/e) = p (e, f) = p < ef’ (1). Soit p > 0. 


Dans ce cas, en fixant 7 en tant que paramètre, décrivons l’ensemble des”points 
A 


A 
(1 (T), x, (T)) en partant desquels on peut arriver à l’origine des coordonnées. 


X 








X1— gt, 1x 
X1= x2/2 
Fig. 13 


sans passer au régime +1. On a ainsi (fig. 44) les droites supérieure et inférieure 
suivantes : 


a 
pè (t, T)= —ef" eee ©) 


? 


: A7 
ps (4, Î= —ef' HORS 


A 


Posons u* (#, Ÿ)=g(pi (t, Te), (= ut, Da, EE (D) 


T 
= (T—+t) uE (f, T) dt. Alors l’ensemble cherché est disposé entre les cour-- 
0 


bes T —+ (EŸ (T), &$ (T)) et T — (ET (T), E3 (T)). Comme séparatrice, on utilise. 
le mouvement qui à lieu quand p9 (t, p) = p. La synthèse correspo ndante est. 
représentée sur la figure 15. 

11.136. S. Poukhov est arrivé à réduire un problème d’extrémum géométri- 
que qui pendant longtemps restait inaccessible malgré la simplicité de sa for- 
mulation préconisant une réponse presque évidente. Les grandes lignes des rai- 
sonnements qui suivent ont été tracées par A. Bouslaev. 
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4. Il est évident que le problème admet une solution z. Désignons par S 
sa valeur, numérique. L'’estimation évidente S << (2m)”1 est atteinte sur le vec- 


o) , dont le nombre de compo- 


1 ne au 

teur (= Sas CP pe tes 7, 
V?m "VV 2m  V2m V'2m 

-santes positives et négatives est égal à m. La fonction de Lagrange s’écrira 


L= NN (hoti + Mit hori+ ho). 
i=i 
2. Conditions nécessaires: 2, —0 = 4korÿ + 3e? + Dur; + À, = 0, 
l 


i=1,..., 2m + 


1. 
8. Considérons l'équation 442% + 8x? + 2%, + À3 = 0. Elle peut 
admettre deux ou trois racines. (Le cas d’une seule racine, lorsque à = ... 


A 


= LZom 1, N'est pas possible en vertu des équations de condition.) 


Séparatrice 


u=1 x4= x5/2 





Fig. 14 Fig. 45 


Lemme 1. Le cas où il y a deux racines n’est pas possible pour le problème 
donné. 
< En effet, en désignant les racines par &, et &, (leurs nombres sont res- 


pectivement égaux à n, et »,) et en les substituant dans les équations Zr, — 
= 221$ — 0, on obtient: 


61 + lobe = M + RE =0— b=bi—i=-k = mem, 
<e qui contredit nm, + n, = 2m + 1. © 
De cette façon, À, 0. Posons, ensuite, Àj — ot 3h = ay. 2ho = Go, 


Le! 


A3 — da. 
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4. On vient d'obtenir {x;} 2m+iqui représentent les racines de l’équation 
E + a6? + a + as = (6 — E1)/(È — E,) (6 — 63) = ES — (hi + &e + 
+ 3) Ê7 + (b16o + 8163 + Éo6s) 6 — 16063 = 0. (1) 


A A A A 
En additionnant les équations 25 + ayx? + a,x; + as = 0, multipliées par x;, 
‘OÙ trouve 


2m+i 2m+i , 
> Ti + A2 à a =0 = S= — (E1Ë0 + ÉoËs + E1Ës). (2) 


Supposons que la racine Ë; se rencontre n; fois. Dans ce cas, on à m1 + n° + 
+ n, = 2m +1 et 
N1Ë1 + Nobo + Nn3ës = 0, 

St + N265 + n365 = 1, ni + n65 + n365 — 0. (3) 


Sans perte de généralité, on peut considérer que Ë LÉ LO <Ë, (car, si 


Vrac Es) est une solution, alors (7. us —Zomai) le sera elle aussi). 
Lemme 2. L'inégalité 2e > &3 est réalisée. 
< En effet, dre vrai le contraire: £, > —E£,. Alors . —€, et 
l'on tire de (3) (1 (—E1) + no (—Ë3)) = "  — —= ni (—61) + nr Ce 


Mais d’autre part, n3 (—61) + no (—63) << (n1 (—&1) + no (—62)) 63. On 
arrive ainsi à une contradiction. [> 

Lemme 3. Sins < m, alors S > (2n3)"1. 

n En effet, en vertu | du lemme 2, ‘on a, pour Ë, + &£, > 


S — LES (Ë2 + &:) — 63 > És (Ë2 + 63) Éo6s — —— 
= É5 — E$ (ét + n°635 + n363) 7! 
Si E9 + Ë3 C0, alors Ë; << —E, et, en multipliant les deux membres de 
la dernière inégalité par Ë3 (£3 > 0), on obtient EË3 < —E,6,, donc, 
S = (—E) (69 + 3) — É963 > —Éobs > 65 = 63 (n18? + n,63 + n363) 71 
Mais d’après l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on a 
NË?+ no — Vrai —h VV —E+VnV —BV nm —E< 
<(—n181 —n2Ë)/2(—ni8ÿ—n,63)/2= 
=n263 —> S > ES (n16$ +263 + n363) 1 > (2ns) 1. D 


Lemme 4. n3 < m. 
< En effet, si n; > m + 1, alors n, + n, << m<n,. Dans ce cas, en 
vertu de | inégalité de Hôlder, 


nsËs = m3 (—Ù) +n (—E) = nn USE) + nf is (LE) < 
(ni + no) 28 (ns (En) + n9 (—E)) 18 << nè8 (ES = ns. 


On est arrivé ainsi à une contradiction. [> 
Donc, n;3 <m — (lemme 3) S > (2m). D'ici, en vertu de l'inégalité 
S < (2m)-!, on obtient S — (2m), ce qu'il fallait démontrer. 
11.137. Indication. Formaliser le problème x, + x, + r3 — inf; 
+... + 2500 > 10000, x +... + 2190 < 3, n>> +. Z 00 > 
0, et appliquer I le principe de Lagrange. 


VE, 
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11.138. Indication. D’après le théorème de Riesz, un polynôme non 
négatif par rapport aux cosinus se présente sous la forme 2x (t) = | xo + 
+ aeit +. + x,eînt ]2, d’où il s'ensuit que le problème admet la forma- 
lisation suivante: 

NN — 


n 
01 = > ThTh41 > SUP; > Tè = 
R=0 R=0 


> ñ 
Réponse. Pro 
11.139. Indication. Formaliser le problème: 
O0 CO 


— À go ay (6) 2 (9 dt inf; {x ( t)dt << Else —A<u<0, 
0 0 


et appliquer le principe de Lagrange. 
se 11.140. Indication. En appliquant le principe de Lagrange au pro- 
ème 


O0 OO 


| x? dt —+ sup; | (xx?) dt £1, 
0 


aboutir à la formule ci-après, qui est un corollaire de la formule fondamentale 
de Weierstrass : 


| (x2— 24 x?) dt = | (a+ 2x)? dt+ (x (0) + x (0))2, 
0 0 
ensuite, substituer y (at), a > 0, à x (t). 


A 5 4 
11.141, Pour n —1, x(t) = e-t; pour n = 2, x (t) — eV cos 7. 


Rt 
Pour n quelconque, la fonction x (-) est de la forme D ajne Ÿ , où k;sont les 


racines de l'équation k?? = (—1)7# situées dans le” FAT plan gauche, alors 
que &;, constituent la solution d’un certain système d' LUE linéaires. 
11.142. La fonction x fe ) est symétrique par rapport à la ous t = 1/2; 


d 
eur le segment [0, 1/2], elle est la réciproque de la fonction t — | Vi = , 





1 ; si — 
nee à alors que la constante k est déterminée en partant des conditions 


du problème. 
11.143. Le problème n’admet pas de solution. Si l’on impose la contrainte 
« coercitive » | u | < À, alors, pour 4 >x3°, la solution sera de la forme 


k t, 0 LT (À), 
za ( Def VA (VF) T (4) LiL1—7T(4} 
1 —i, 1—T(4)<1<1. 


En passant à la limite, pour À — -o, on trouve que la valeur numérique du 


D: 


problème est égale à quatre et que la commande généralisée est Ugén E) = 


— 46 (t — 1/2), la solution généralisée étant z (t) = t pour O0 Lt< 1/2, 


(t) = 1 — 1 pour 1/2 Lt <L1. 


gén 


et Trén 
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LISTE DES PRINCIPALES NOTATIONS 


R=RU{—o, +) 
R+ 


Bern = {yllr—yl <r 


0 
B (x, r)= {yllz—yll <r} 
T,M (TiM) 


X* 
(27, 4) 
At = {rt EX*] (x*, x) — 


= 0 VrzEeA) 
£( Ÿ) 


J 
A* 


ZE O (X) 
ZE O (& X) 


C (Lios t11) 


CT (Léo» til 


ensemble des éléments x jouissant 
de la propriété P (x) 

par cette notation, on souligne que 
x (+) représente un élément de l’espace 
fonctionnel 


composée des applications # et 
F: (FoG)(x) = F (G (x) 

droite numérique achevée 
sous-ensemble des vecteurs (orthant) 
de l’espace R7? à composantes non 


négatives, R? = {x — (21, ...,7,)E€ 
ER |zx; > 0, l — Li:  , n} 


boule fermée de centre x et derayonr 


boule ouverte de centre zet  rayonr 


ensemble des vecteurs tangents (uni- 
latéraux tangents) à l’ensemble 47 au 
point x 


espace dual de X 


valeur de la fonctionnelle linéaire x* 
sur l'élément x 


annulateur de l’ensemble À 


espace des applications linéaires con- 
tinues de l’espace X dans l’espace Y ; 
les applications de l’espace Z(R7?, R7) 
peuvent s'identifier avec les matrices 
de ces applications 
opérateur unité (matrice) 
opérateur adjoint à l’opérateur A, 
(A*y*,.æ) = (A2) 
% est un ensemble ouvert dans l’es- 
pace À 
l’ensemble Z, qui est un ensemble 
ouvert dans l’espace X, contient 
l'élément x 
ensemble des fonctions continues sur 
l'intervalle fermé [t,, t,] de norme 
Iæx(-)lo— max |z()]l 

tE[to, t1] 


espace des fonctions r fois continüment 
dérivables sur l'intervalle [#,, t,] de 


norme [|æ(+)[} = max {ta (+) Ile, 


x (+) os sos 1 709 (+) Ho} 
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KC ([tos t1l) 


ÔF (x, ») 
F € DR (x) 
F € SD (x) 


OF (x) 
= € abs min (abs max, abs extr) 


z € loc min (loc max, loc extr) 


(5) 


espace des fonctions continues par” 
morceaux sur l'intervalle Îto, ti], 
c'est-à-dire des fonctions présentant 
un nombre fini (pas plus) de discon- 
tinuités de première espèce (aux points 
de discontinuités, il y a des limites. 
finies à gauche et à droite) 


variation selon Lagrange de l’appli- 
cation F au point x 


l'application F est k fois (> 1} 
dérivable selon Fréchet au point x 


l'application F est strictement déri- 
vable selon Fréchet au point x 


subdifférentielle de la fonction F 
au point x 


A 
zx fournit un minimum (maximum, 
extrémum) absolu dans le problème: 


A 
x fournit un minimum (maximum, 
extrémum) local dans le problème 


valeur numérique du problème (3) 


le problème est doté d’une solution 
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